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ВВЕДЕНИЕ 

 
CFD is great. If you know the right answer. 

Franco Tamanini, FM Global Research 
 
Для современных вычислительных технологий характерно исполь-

зование высокопроизводительных многопроцессорных вычислительных 
систем (ВМВС), состоящих из множества серийных компонентов. До-
ступность, относительная дешевизна и возможность наращивания количе-
ства процессоров в ВМВС создаёт предпосылки для их широкого внедре-
ния в промышленную практику. Вместе с тем, на рынке утвердились мощ-
ные программные средства для вычислений в разных областях механики, 
гидродинамики, физики. Эффективное применение столь мощных ин-
струментов в прикладных и фундаментальных исследованиях требует 
адекватной методологии их использования, которая во многих случаях от-
стаёт от темпа роста производительности ВМВС. В самом деле, развитие 
методологии есть накопление опыта решения прикладных задач, причём 
этот опыт во многом изменяет характер и стиль работы профессионалов. 
Примером такой перемены является переход от разработки собственного 
алгоритма и программного кода для решения возникшей прикладной зада-
чи к использованию достаточно мощных и универсальных вычислитель-
ных пакетов, в том числе распространяемых на коммерческой основе. 

Данный процесс представляется достаточно объективным и в ряде 
случаев оправданным. Однако он неизбежно ставит проблемы методиче-
ского характера. Насколько адекватен выбор модели, метода численного 
решения, размера расчётной области, топологии и размерности расчётной 
сетки, требований к сходимости? Отвечая на эти вопросы, пользователь 
принимает решения, которые определяют степень достоверности резуль-
татов расчёта и затраты на их получение. В свою очередь, квалифициро-
ванный ответ на перечисленные вопросы требует знания и понимания ос-
нов моделируемых явлений. Целью данного пособия является изложение 
основ теории турбулентности и методов её численного моделирования, в 
первую очередь — с помощью коммерческих гидродинамических пакетов 
Ansys Fluent и Ansys CFX. 

Расчёт турбулентных течений продолжает оставаться сложнейшей 
задачей механики сплошной среды. Решение этой задачи жизненно важно 
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для ряда ключевых отраслей промышленности (авиация, турбостроение, 
автомобилестроение, химические технологии), при моделировании про-
цессов в окружающей среде. Другими словами, моделирование турбу-
лентности применяется во всех областях прикладных и фундаментальных 
исследований, использующих методы вычислительной гидродинамики 
(Computational Fluid Dynamics, CFD). Помимо моделирования турбулент-
ности можно выделить ещё несколько основных компонентов вычисли-
тельной гидродинамики: генерация сеток, построение вычислительного 
алгоритма с учётом архитектуры компьютера и многопроцессорных вы-
числительных технологий. Однако именно моделирование турбулентности 
часто оказывается источником наибольших ошибок и (или) требует недо-
пустимо высоких затрат на вычисления. 

Изменение технологий моделирования турбулентности протекает 
под действием экспоненциального роста доступных вычислительных ре-
сурсов, наблюдавшегося в последние десятилетия (рис. 1). Увеличение 
мощности компьютера часто играет роль «грубой силы», в то время как 
выбор модели турбулентности требует со стороны пользователя интеллек-
туального подхода с учётом физики рассматриваемого течения. При этом, 
однако, именно рост вычислительных мощностей определяет стратегии 
моделирования турбулентности, доступные для инженерной практики. Как 
результат, в дополнение (и на смену) традиционным подходам с использо-
ванием осреднения по Рейнольдсу приходит всё более широкое практиче-
ское применение метода моделирования крупных вихрей. 

Среди крайне ограниченного множества отечественных учебных из-
даний в этой области можно отметить учебное пособие [1]. Мотивацией к 
написанию нового учебного пособия послужило то, что эффективное ис-
пользование высокопроизводительной вычислительной техники и мощных 
вычислительных пакетов невозможно без понимания физики турбулент-
ных течений и возможностей используемых математических моделей. Со-
ответственно, данное пособие преследует следующие цели. 

1. Изложить физические основы математических моделей турбу-
лентности, наиболее широко применяемых в вычислительной гидродина-
мике. 

2. Обеспечить понимание прогностических возможностей и вычис-
лительных затрат, связанных с использованием моделей турбулентности. 

3. Облегчить понимание технической документации коммерческих 
вычислительных пакетов. 
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Рис. 1. Рост вычислительных мощностей процессоров и развитие мно-
гопроцессорных параллельных компьютеров [21] 

 
 
Учебное пособие не может охватить всё многообразие турбулентных 

течений. Помимо естественного ограничения на объём пособия это связа-
но с тем, что (при всём разнообразии физических явлений, которые часто 
протекают в турбулентных потоках) именно моделирование турбулентно-
сти, как правило, определяет достоверность результатов и оптимальность 
использования вычислительных ресурсов. При теоретическом выводе ряда 
положений теории турбулентности и методов её моделирования рассмат-
ривается течение несжимаемой жидкости. В тех случаях, когда уравнения 
записаны для переменной плотности, предполагается существенно дозву-
ковое течение газа в отсутствие объёмных сил, химических реакций и дру-
гих факторов, требующих отдельного рассмотрения. Перечислим ещё раз 
те аспекты турбулентных течений, которые не рассматриваются в данном 
тексте. 

1. Сверхзвуковые сжимаемые течения (за исключением их упоми-
нания в Приложении 1). 
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2. Влияние объёмных сил, в том числе эффекты, связанные с пере-
менной плотностью среды (архимедова сила, естественная конвекция, ге-
нерация турбулентности за счёт действия подъёмной силы). 

3. Смешение многокомпонентных систем (за исключением краткого 
рассмотрения уравнения переноса пассивного скаляра и метода градиент-
ной диффузии). 

4. Горение и химические реакции. 
5. Многофазность (например, присутствие капель или твёрдых ча-

стиц в турбулентном потоке). 
6. Роль вычислительных методов (за исключением краткого обсуж-

дения схемной вязкости как приближённой модели подсеточной турбу-
лентности). 

Данное пособие состоит из трёх глав. В первой главе даётся система 
количественных характеристик турбулентных течений, и излагаются ос-
новы современного понимания теории турбулентности. Вторая глава со-
держит описание основных подходов к моделированию турбулентности 
при решении инженерных задач — методов на основе осреднения по Рей-
нольдсу (RANS), метода крупных вихрей (LES) и гибридных методов 
(DES) — и их реализации в текущих версиях вычислительных пакетов An-
sys Fluent 6.3 и Ansys CFX 11. В третьей главе даётся пример численного 
расчёта турбулентного отрывного течения вокруг плохообтекаемого тела, 
закреплённого на плоской поверхности. Расчёты выполнены на многопро-
цессорных кластерах Информационно-телекоммуникационного комплекса 
(ИТК) СПбГПУ с помощью вычислительных пакетов Ansys Fluent и 
Ansys CFX. 

Автор благодарен проф. М.Х. Стрельцу, проф. В.Н. Емельянову и 
д.ф.-м.н. К.Н. Волкову за внимательное чтение рукописи и полезные заме-
чания, к.ф.-м.н. Ю.К. Шиндер за выполнение расчётов турбулентных те-
чений, представленных в главе 3, и проф. Ю.Я. Болдыреву за помощь и 
содержательные дискуссии. 

 



9 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ТУРБУЛЕНТНЫХ 
ТЕЧЕНИЙ 

Турбулентность можно считать самой распространённой формой 
движения сплошной среды. Действительно, одно и то же явление (турбу-
лентность) наблюдается в течениях межзвёздного газа, газовых туманно-
стях, фотосферах звёзд, атмосферах планет, океанских и морских течени-
ях, в следах кораблей, летательных аппаратов и автомобилей, в трубопро-
водах, турбинах, двигателях, топках, при пожарах и во многих других слу-
чаях. Следовательно, понимание природы турбулентных течений и разра-
ботка методов их численного моделирования — важнейшая задача совре-
менной технической физики. 

Почему большинство окружающих нас течений жидкости и газа, как 
в природе, так и в технике, являются турбулентными? Дело в том, что спо-
койное, упорядоченное и гладкое течение, называемое ламинарным, воз-
никает лишь при малой скорости потока, малых размерах области и боль-
шой вязкости жидкости1. Количественной мерой выполнения этих условий 
является численное значение числа Рейнольдса 

 Re
VL=
ν

, (1) 

где V  — характерная скорость потока (например, скорость потока, набе-
гающего на препятствие, или на входе в канал), L  — характерный размер 
потока (например, поперечный размер препятствия или канала), ν  — ки-
нематическая вязкость среды. Видно, что число Рейнольдса одновременно 
зависит от характеристик набегающего потока (V ), размеров тела или ка-
нала (L ) и свойств жидкости (ν ). Отметим, что вязкость среды, вообще 
говоря, зависит от температуры и химического состава. Если течение яв-
ляется изотермическим (температура постоянна в пространстве и во вре-
мени), а химический состав не меняется, то значение ν  можно полагать 
постоянным. 

С ростом числа Рейнольдса происходит переход от ламинарного ре-
жима течения к турбулентному. Это было впервые показано в опытах 

                                         
1 В гидродинамике термин «жидкость» используют для обозначения 

сплошной среды, способной образовать течение. При этом рассматриваемое ве-
щество может находиться как в жидком, так и в газообразном агрегатном состо-
янии. В англоязычной литературе в этих случаях используется термин fluid. 
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О. Рейнольдса, выполненных в 1883 г. в университете Манчестера2 (Вели-
кобритания). В этих опытах исследовалось возбуждение турбулентности в 
потоке воды в круглой трубе. Оказалось, что течение устойчиво и стацио-
нарно лишь при достаточно малых значениях Re. С ростом Re (например, 
за счёт увеличения скорости на входе в трубу) течение теряет устойчи-
вость и испытывает колебания (другими словами, оно становится нестаци-
онарным). Вблизи границы устойчивости амплитуда колебаний всех ха-
рактеристик течения невелика, а их зависимости изменяются почти гармо-
нически с некоторой постоянной частотой. Дальнейшее увеличение Re 
приводит к появлению в спектре колебаний нескольких выделенных ча-
стот и, затем, к формированию апериодического течения. Наконец, тече-
ние становится хаотическим, а в спектры колебаний становятся непрерыв-
ными. В опытах Рейнольдса потеря устойчивости ламинарного течения 
наблюдалась при Re = 2·103, а развитое турбулентное течение формирова-
лось при Re = 1,3·104 (в качестве характерной скорости принимается 
среднерасходная скорость потока, а в качестве характерного размера — 
диаметр трубы). Следует отметить, что переход к турбулентности можно 
затянуть и до больших значений Re, если обеспечить отсутствие всяких, 
даже малых, механических возмущений. Однако такое течение, в отличие 
от ламинарного потока при докритических числах Re, становится не-
устойчивым к малым возмущениям. 

Фундаментальное значение полученных данных заключается в том, 
что порядок чисел Рейнольдса, при которых происходит потеря устойчи-
вости и переход к турбулентности, оказывается одним и тем же в областях 
разных размеров при течениях жидкостей разной физической природы. 
При числах Рейнольдса, существенно превышающих указанные критиче-
ские значения, турбулентность называют полностью развитой. Большин-
ство приближённых моделей турбулентности создано именно для этого 
случая. 

Турбулентный режим течения имеет ряд общих характеристик, пе-
речисленных ниже. 

• Турбулентность развивается при больших числах Рейнольдса 
вследствие внутренней неустойчивости потока. Таким образом, турбу-
лентность не является свойством среды. Это — режим течения. 

                                         
2 Экспериментальная установка О. Рейнольдса в университете Манчесте-

ра в настоящее время по-прежнему работоспособна. 
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• Турбулентное течение — это случайный процесс с широким спек-
тром временных и пространственных масштабов пульсаций всех характе-
ристик потока: в зависимости от числа Рейнольдса диапазон измерения 
частот и длин волн охватывает до 4–5 порядков. Детальное и исчерпыва-
ющее (прямое) описание всех масштабов турбулентного течения для прак-
тических целей невозможно и нецелесообразно. В связи с этим для описа-
ния турбулентного течения используются статистические подходы. В 
частности, вычисляют и измеряют осредненные характеристики. 

• В условиях турбулентности развивается более быстрый, по срав-
нению с ламинарным потоком, обмен массой, импульсом и энергией меж-
ду разными областями течения из-за интенсивного перемешивания жидко-
сти. 

• Турбулентные течения трёхмерны: турбулентные флуктуации 
трёхмерны даже тогда, когда осреднённые поля можно приближённо счи-
тать двумерными (плоскими или осесимметричными). 

• Турбулентность возникает в сплошной среде: даже самые малые 
пространственные масштабы турбулентных флуктуаций намного превос-
ходят длины свободного пробега молекул. Поэтому для описания турбу-
лентных течений применяют уравнения Навье–Стокса для сплошной сре-
ды. 

• Турбулентность диссипативна. Это значит, что кинетическая 
энергия потока частично преобразуется в кинетическую энергию турбу-
лентных пульсаций, которая, в конечном счете, переходит в тепло; пере-
численные процессы необратимы. 
 
 

1.1. КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

Все характеристики турбулентного течения (скорость, давление, 
температура, концентрации компонентов смеси) испытывают случайные 
колебания вокруг средних значений. В связи с этим, значения компонент 
скорости ( ju , j  = , ,x y z) и скалярных величин (c ) представляют в виде 

суммы средней и пульсационной компонент: 

 j j ju u u′= + ,   c c c′= + . (2) 
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При этом средние значения определяются осреднением на достаточ-
но большом интервале времени3 T : 

 ( )
 

 0

1
lim

T

j jT
u u t dt

T→∞
= ∫ , ( )

 

 0

1
lim

T

T
c c t dt

T→∞
= ∫ . (3) 

Данное определение подразумевает, что средние значения не зави-
сят от времени (соответствующий случайный процесс называется стацио-
нарным). В практических расчётах часто рассматривают осреднённые ве-
личины, зависящие от времени. Особенности такого подхода обсуждаются 
в разделе 2.2.1. 

Визуализацию линий тока мгновенного и среднего поля турбулент-
ного течения можно получить, фотографируя поток с малой и большой 
выдержкой (при этом в поток вносятся мелкие частицы или пузырьки). 
Как показано на рис. 2, где приведены фотографии обтекания шара турбу-
лентным потоком, внешний вид мгновенного (рис. 2, а) поля сильно отли-
чается от среднего поля (рис. 2, б). Указанное отличие тем больше, чем 
выше уровень пульсаций относительно средних значений. 

 
 

  
a)       б) 

Рис. 2. Обтекание шара при Re = 15·103: а) — фотография мгновенного поля 
течения (малая выдержка); б) — фотография среднего поля течения (большая 
выдержка) [2] 

 
 

                                         
3 Далее будет предложена ещё одна интерпретация среднего значения — 

результат осреднения по возможным состояниям. При этом будет использована 
функция плотности вероятности, которая показывает вероятность реализации 
каждого из состояний. 
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Интенсивность пульсаций скорости характеризуется кинетической 
энергией турбулентности4 

 
1
2 j jk u u′ ′= . (4) 

Средняя пульсационная скорость пространственно изотропных ко-
лебаний выражается через кинетическую энергию турбулентности 

 
2

3

k
u′ = . (5) 

Интенсивностью турбулентности называют отношение средней 
пульсационной скорости к характерной средней скорости набегающего 
потока V : 

 t

u
I

V

′
= . (6) 

Пространственный масштаб турбулентности tl  (также называемый 

интегральным масштабом) характеризует крупные (энергонесущие) вих-
ри. Крупные вихри пространственно анизотропны, их форма и размер за-
висят от условий образования, размеров и формы области течения. В част-
ности, на рис. 3 видно, что характерный размер крупных вихрей близок к 
пространственному шагу решётки, за которой развивается турбулентность. 
Время жизни крупных вихрей сопоставимо с характерным временем 
осредненного течения L V . Крупные вихри переносятся осредненным по-

током, они упорядочены (когерентны) и не находятся в равновесии с 
осредненным течением (иными словами, скорость их генерации не равна 
скорости их распада в данной точке пространства). 

Характерные значения интенсивности и пространственного масшта-
ба турбулентности зависят от типа течения. В частности, в документации к 
Ansys Fluent [8] приводятся следующие рекомендуемые значения. 

На срезе сопла газовой турбины: ≈tI  0,2 и ≈Dl t  0,01–0,1 (D  — 

расстояние между лопастями). 

За перфорированным экраном: ≈tI  0,1 и ≈Dl t  1 (D  — размер от-

верстий). 
                                         
4 Здесь и далее в данном пособии будем предполагать суммирование по 

всем допустимым значениям повторяющегося индекса. В соответствии с этим 

правилом будем иметь, например, 1 1 2 2 3 3j ju u u u u u u u′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + . 
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В полностью развитом течении в трубе или канале: ≈tI  0,05 и 

≈Dl t  1 (D  — гидравлический диаметр5). 

 
 

 
Рис. 3. Турбулентность в потоке за решёткой [2] 

 
 
В турбулентном потоке крупные вихри распадаются, образуя более 

мелкие в результате многоэтапного каскадного процесса (рис. 3). Доста-
точно мелкие вихри полностью неупорядочены, хаотичны, пространствен-
но изотропны. Их время жизни мало по сравнению с характерным време-
нем осредненного течения. Мелкие вихри безынерционно подстраиваются 
под изменения осредненного течения, в результате чего скорость их гене-
рации равна скорости распада. Таким образом, они находятся в локальном 
равновесии с осредненным течением. 

Турбулентное движение характеризуется турбулентным числом 
Рейнольдса, которое строится по средней пульсационной скорости и инте-
гральному масштабу 

 Re t
t

u l′=
ν

. (7) 

Отметим, что Re Ret ∼  поскольку u V′ ∼  и tl L∼ . 

                                         
5 Гидравлический диаметр канала — диаметр круга, площадь которого 

равна площади сечения канала. 
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Скорость диссипации ε  представляет убыль кинетической энергии 
турбулентности в единицу времени (скорость распада энергонесущих вих-
рей). В соответствии с этим определением, характерное время жизни 
крупных турбулентных вихрей составляет 

 t
t

k l

u
τ =

′ε
∼ . (8) 

Итак, турбулентные вихри образуются из-за неустойчивости течения 
и имеют характерный размер порядка tl . Далее протекают два одновре-

менных процесса: дробление крупных вихрей с образованием более мел-
ких (каскадный процесс, характеризуется величиной ε ) и вязкая диссипа-
ция самых мелких вихрей (характеризуется молекулярной вязкостью ν ). 
Подчеркнём, что (несмотря на название) величина ε  характеризует распад 
вихрей вследствие их гидродинамической неустойчивости, в то время как 
лишь самые малые из вихрей наиболее подвержены вязкой диссипации. 

Далее будет показано, что, используя разложение (2) и систему 
уравнений Навье–Стокса для несжимаемой среды, можно строго, без до-
полнительных допущений, получить уравнение переноса кинетической 
энергии турбулентности [34]: 

 

�

2j j i
i j ij ij

j j j
Диссипация

Турбулентная Генерация
диффузия

u kk u
u u S S

t x x x

∂ ∂∂ ∂ ′ ′+ = − − − ν
∂ ∂ ∂ ∂

T
�����

�����

, (9) 

где 2 2j i i j j i iju u u u p u S′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ρ − νT  и ( ) 2ij i j j iS u x u x′ ′ ′= ∂ ∂ + ∂ ∂  (черта свер-

ху означает осреднение по времени, а штрих соответствует пульсационной 
составляющей, которая дополняет средние скорость u  и давление до те-
кущего мгновенного значения u u u′= + , p p p′= + ). Видно, что каждому 

слагаемому в правой части можно приписать физический смысл, что и 
обозначено в записи уравнения (9). В результате, уравнение (9) даёт фор-
мальное определение скорости диссипации ε : 

 2 ij ijS S′ ′ε = ν . (10) 

Следует отметить, что соотношение (10) не означает пропорцио-
нальности между ε  и ν , поскольку при изменении ν  средние градиенты 

скорости и, следовательно, величина ij ijS S′ ′  изменяются в противополож-

ную сторону. 
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Для гомогенной изотропной турбулентности (все пространственные 
направления статистически равноправны) можно показать, что 

 
2

1

1

15ji

j i

uu u

x x x

′∂  ′ ′∂ ∂ε ≈ ν = ν ∂ ∂ ∂ 
, (11) 

где индексом 1 обозначено произвольное пространственное направление. 
Современное понимание турбулентности (см., например, [34, 6]) ос-

новывается на двух гипотезах А.Н. Колмогорова6. 
Первая гипотеза подобия Колмогорова содержит два утверждения о 

динамике малых вихрей. Во-первых, в полностью развитой изотропной 
турбулентности (достаточно большие числа Рейнольдса) маломасштабные 

движения (т. е. имеющие характерный пространственный масштаб l  << tl ) 

статистически универсальны. Во-вторых, их статистические характери-
стики полностью определяются ν  и ε . 

Первая гипотеза приводит к ряду важных следствий. Используя ν  и 
ε , можно сформировать масштабы длины, времени и скорости, причем 
единственным образом: 

 
1/43

K

 νη =  ε 
,   

1/2

K

ν τ =  ε 
,   ( )1/4

Ku = εν . (12) 

Это масштабы наименьших вихрей, существующих в турбулентном 
потоке (указанные масштабы называют колмогоровскими). Более мелкие 
структуры рассеиваются из-за молекулярной вязкости. Отметим, что для 
малых (колмогоровских) вихрей число Рейнольдса K Ku η ν  = 1, т. е. Kη  — 

действительно наименьший пространственный масштаб. 
Между наибольшим tl  и наименьшим Kη  масштабами вводится 

промежуточный (тейлоровский) пространственный масштаб 

 Ku′λ τ∼ ,   K tlη < λ < . (13) 

                                         
6 Отметим, что основные идеи теории маломасштабной турбулентности 

на качественном уровне были сформулированы Л. Ричардсоном 
(L.F. Richardson) в 20-х годах прошлого века и в середине 30-х Дж. Тейлором 
(G.I. Taylor). Позже, в 40-х годах, количественное описание процесса было дано 
А.Н. Колмогоровым и А.М. Обуховым. Ссылки на соответствующие работы 
можно найти, например, в книге [6]. 
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Смысл тейлоровского масштаба становится ясным при использова-
нии понятия пространственной автокорреляции (см. раздел. 1.2.2). 

Вторая гипотеза подобия Колмогорова постулирует свойства кас-
кадного процесса, в ходе которого крупные вихри распадаются на всё бо-
лее мелкие: в полностью развитой турбулентности (достаточно большие 
числа Рейнольдса) в спектре размеров вихрей существуют инерционный 
интервал ( tl  >> l  >> Kη ), в котором движения статистически универсальны и 

изотропны, а их статистические характеристики не зависят от ν  и зави-
сят только от ε . 

Другими словами, постулируется существование такого интервала 
размеров вихрей (инерционный интервал), в котором их динамика ещё не 
зависит от вязкости (т. е. они достаточно крупные), но уже не зависит от 
условий образования и распада их более крупных «предков» (т. е. они до-
статочно мелкие). Подчеркнём, что такой интервал формируется лишь в 
полностью развитой турбулентности, т. е. при больших числах Рейнольд-
са. 

В соответствии со второй гипотезой скорость распада крупных вих-
рей в полностью развитой турбулентности не зависит от вязкости, по-
скольку распад вихрей (и, следовательно, перенос турбулентной энергии в 
направлении высокочастотной коротковолновой части спектра) определя-
ется их гидродинамической неустойчивостью. Как следствие второй гипо-
тезы, скорость распада вихрей не зависит от ν , а определяется только ха-
рактеристиками крупномасштабной турбулентности: 

 
3/2 3

t t

k u

l l

′
ε ∼ ∼ . (14) 

Отметим, что если принять ( )3/23 2tl k= ε , то Ret tu l′= ν  = 

= ( )2k εν , в соответствии с (5) и (7). 

С другой стороны, вихри из инерционного интервала «забывают» 
свою предысторию и пространственную ориентированность (что означает, 
соответственно, их универсальность и изотропность). Указанные пред-
ставления играют ключевую роль в теоретическом обосновании метода 
моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) для числен-
ного расчёта турбулентных течений. 

С учётом (14) можно показать, что характеристики малых вихрей 
(12) связаны с характеристиками крупных вихрей (5), (8) через турбулент-
ное число Рейнольдса (7): 
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 3/4ReK
t

tl
−η

∼ ,   1/4ReK
t

u

u
−

′
∼ ,   1/2ReK

t
t

−τ
τ
∼ . (15) 

Видно, что по мере увеличения турбулентного числа Рейнольдса 
расширяется интервал масштабов (спектр) турбулентного течения. В усло-
виях развитой турбулентности он составляет несколько порядков. 

Рассмотрим в качестве примера турбулентное обтекание тела с ха-
рактерным размером L  = 0,1 м потоком воздуха, скорость которого V  из-
меняется от 10 до 50 м/с. Оценки порядков величин для турбулентных ха-
рактеристик образующихся при этом течений, приведены в табл. 1, где 
принято tl  ≈  0,5L  и u′  ≈  0,1V . 

 
 

Т а б л и ц а  1 
Численные значения характеристик турбулентных потоков  

( L  = 0,1 м, ν  = 1,5·10–5 м2/с) 
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Колмогоровские  
масштабы 
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tl  ≈  

L5.0
 

tτ  = 

u

l t

′
 

'u  
≈  

V1.0
 

Kη  ∝  

43
tRe /
tl  

Kτ  =  
21/










ε
ν

 

Ku  =  

( ) 41/εν
 

k  = 

2

2

3
'u  

ε  = 

4

3

Kη
ν

 

tRe  = 

ν
′ tlu

 

10 0,67·105 50,0 50,0 1,0 0,11 0,87 0,13 1,5 20,0 3,3·103 

20 1,3·105 50,0 25,0 2,0 0,068 0,31 0,22 6,0 160,0 6,7·103 

30 2,0·105 50,0 17,0 3,0 0,050 0,017 0,30 13,5 540,0 10·103 

40 2,7·105 50,0 12,5 4,0 0,040 0,011 0,37 24,0 1280,0 13·103 

50 3,3·105 50,0 10,0 5,0 0,034 0,0078 0,44 37,5 2500,0 17·103 
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Данные табл. 1 показывают, в какой степени с ростом числа Рей-
нольдса увеличивается разрыв между наименьшими и наибольшими мас-
штабами (как пространственными, так и временными) в турбулентном по-
токе. В соответствии с (15) это означает расширение спектра турбулент-
ных пульсаций и всё более выраженное разделение процессов генерации и 
диссипации кинетической энергии турбулентности. В полностью развитой 
турбулентности, наблюдающейся при больших числах Рейнольдса, гене-
рация и диссипация кинетической энергии протекают в противоположных 
и неперекрывающихся интервалах энергетического спектра. 

Энергетический спектр турбулентности ( )E κ  (где 2 lκ = π  — вол-

новое число, l  — длина волны) определяется так, что ( )E dκ κ  представ-

ляет вклад кинетической энергии турбулентности 2j jk u u′ ′=  в диапазоне 

волновых чисел от κ  до dκ + κ . Другими словами, энергетический спектр 
— это распределение энергии турбулентности по размерам вихрей (или по 
частотам пульсаций). Кинетическая энергия турбулентности представляет 
собой полную энергию пульсаций всех пространственных масштабов: 

 ( )
 

 0
k E d

∞
= κ κ∫ . (16) 

Из соображений размерности А.М. Обуховым в 1941 г. было показа-
но, что, в соответствии со второй гипотезой Колмогорова, энергетический 
спектр в инерционном интервале имеет вид: 

 ( ) 2/3 5/3E C −κ = ε κ , (17) 

называемый «законом пяти третьих», где C ≈  1,5 — постоянная Колмого-
рова. 

На рис. 4 схематично показан спектр развитой турбулентности и 
обозначены характерные интервалы масштабов. Отрезком показан угол 
наклона, соответствующий закону пяти третьих. 

Ещё раз отметим, что спектр с выраженным инерционным интерва-
лом, разделяющим область генерации турбулентной энергии и область её 
вязкой диссипации, формируется только в условиях развитой турбулентно-
сти, т. е. при достаточно больших числах Рейнольдса осредненного тече-
ния. При малых числах Рейнольдса указанные области перекрываются, а 
инерционный интервал вырождается. 

Таким образом, теорию Колмогорова следует рассматривать как 
асимптотическую, справедливую при очень больших числах Рейнольдса. 
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Соответственно, при умеренных числах Рейнольдса форма энергетическо-
го спектра может отклоняться от формулы (17). 

 
 

 

 

Рис. 4. Энергетический спектр развитой турбулентности в 
линейном (а) и логарифмическом (б) масштабе 

 
 
Теория Колмогорова не рассматривает некоторые важные особенно-

сти турбулентных течений. В частности, в отличие от рассмотренного вы-

) 
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ше сценария в каскадном процессе возможна передача энергии как от 
крупных вихрей к более мелким, так и в противоположном направлении. 
Наконец, турбулентные течения часто включают крупные упорядоченные 
вихревые структуры, содержащие внутри себя мелкомасштабную турбу-
лентность и окружённые нетурбулизованной жидкостью (рис. 5). Это зна-
чит, что в данной точке пространства с течением времени может чередо-
ваться турбулентное и нетурбулентное состояние жидкости. Данное явле-
ние называют перемежаемостью (intermittency), а вероятность (относи-
тельную длительность) турбулентного состояния течения в данной точке 
— коэффициентом перемежаемости. 

 
 

  
а) б) 

Рис. 5. Упорядоченные крупномасштабные вихревые структуры в турбулентном 
течении [2]: а — след за наклонной плоской пластинкой (угол атаки 45º,  
Re = 4,3·103); б — след за танкером, севшим на мель (угол атаки 45º, Re ≈  107) 

 
 
С учётом перечисленных ограничений, теория Колмогорова лежит в 

основе современного понимания развития и деградации турбулентности. 

1.2. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  
ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

1.2.1. Функция плотности вероятности 

Характеристики турбулентного потока (компоненты скорости, тем-
пература, концентрации и другие характеристики потока) удобно рассмат-
ривать как случайные величины. Описание поведения случайной величи-
ны содержится в функции плотности вероятности (ФПВ). Рассмотрим 
случайную величину u  (это может быть, например, скорость в данной 
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точке турбулентного потока), изменяющуюся в интервале a u b≤ ≤ . Зна-
чения a  и b  определяются физическим смыслом величины u . В частно-
сти, для скорости полагают a  = −∞  и b = +∞ , а для мольной доли неко-
торого компонента смеси — a  = 0 и b = 1. Функция плотности вероятно-
сти ( )P U  — это вероятность того, что величина u  принимает значения 

между U  и U dU+ . Примеры случайно изменяющихся величин и соот-
ветствующих функций плотности вероятности показаны на рис. 6. 

 
 

 

Рис. 6. Изменение во времени случайных величин, имею-
щих бимодальную и унимодальную функцию плотности 
вероятности 

 
 
Примеры ФПВ, приведённые на рис. 6, указывают на существенно 

разную динамику изменения случайной величины. В одном случае видно, 
что система скачком меняет свои состояния, в каждом из которых имеют 
место пульсации вокруг некоторого среднего значения. Именно такое по-
ведение характерно для условий перемежаемости, а также при турбулент-
ном перемешивании веществ, поступающих из разных потоков. Отметим, 
что при этом функция плотности вероятности становится бимодальной. В 
другом случае наблюдаются случайные колебания вокруг постоянного 
среднего значения, а соответствующая функция плотности вероятности 
имеет единственный максимум, т. е. унимодальна. 

Всякая функция плотности вероятности подчиняется условию нор-
мировки: 
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 ( )
 

 
1

b

a
P u du=∫ . (18) 

С помощью ФПВ можно вычислить средние значения величин: 

 ( ) ( ) ( )
 

 

b

a
f u f u P u du= ∫  (19) 

и, в частности, 

 ( )
 

 

b

a
u uP u du= ∫ . (20) 

В турбулентном потоке случайную величину можно представить в 
виде суммы средней и пульсационной компонент ( ) ( )u t u u t′= + , причём 

среднее от пульсационной компоненты (флуктуации) равно нулю: 0u′ = . 
Однако средний квадрат флуктуации не равен нулю 

 ( ) ( )
 2

2

 
0

b

a
u u u P u du′ = − ≠∫  (21) 

и характеризует «ширину» ФПВ. Часто используют среднеквадратичное 

отклонение 2u′ . Отметим, что для нелинейной функции ( ) ( )f u f u≠ . 

Видно, что равенство (20) даёт определение среднего значения 
(среднее по ансамблю реализаций), альтернативное равенству (3) (среднее 
по времени для данной реализации). Эти определения идентичны, если в 
течение времени T  рассматриваемая случайная величина изменяется в со-
ответствии с функцией плотности вероятности ( )P u . 

Описание реальных течений требует применения функции плотно-
сти вероятности нескольких переменных. Рассмотрим для определенности 
функцию ФПВ двух переменных и приведём её основные свойства и ха-
рактеристики. 

1. Нормировка: 

 ( )1 2 1 2, 1P u u du du =∫∫ . (22) 

2. Среднее значение: 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , ,f u u f u u P u u du du= ∫∫ . (23) 

3. Корреляция между 1u  и 2u : 
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 ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, ,u u u u P u u du du u u u u P u u du du′ ′= = + +∫∫ ∫∫  =  

 ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2,u u u u P u u du du u u u u′ ′ ′ ′= + = +∫∫ . (24) 

Если 1u  и 2u  независимы (корреляция между ними отсутствует), то 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2,P u u P u P u= ,   1 2 1 2u u u u=  и 1 2 0u u′ ′ = , (25) 

иначе 1 2 1 2 1 2 0u u u u u u′ ′ = − ≠  и, в частности, 
22 2 0u u u′ = − ≠ . 

4. Коэффициент корреляции 

 1 2
12

2 2
1 2

u u

u u

′ ′
ρ =

′ ′
,   121 1− ≤ ρ ≤ . (26) 

Если рассматривается корреляция значений одной и той же величи-
ны в разные моменты времени или в разных точках пространства, то соот-
ветствующая характеристика называется автокорреляцией. Понятие авто-
корреляции во времени и в пространстве открывает возможность для фор-
мального определения интегральных пространственных и временных 
масштабов турбулентности. 

1.2.2. Автокорреляция во времени и в пространстве 

Коэффициент автокорреляции во времени определяется следующим 
образом: 

 ( ) ( ) ( )
2

u t u t

u

′ ′ + τ
ρ τ =

′
, (27) 

где τ  — промежуток времени между моментами измерения величины u′ . 
С течением времени (τ → ∞ ) автокорреляция стремится к нулю, т. е. зави-
симость ( )ρ τ  имеет вид колокола (или купола) с вершиной при τ  = 0. Ин-

тегральный временной масштаб — это промежуток времени, по истече-
нии которого корреляция становится малой (т. е. «забывается» предыду-
щее значение случайной величины). 

 ( )
 

 0
t d

∞
τ = ρ τ τ∫ . (28) 

Определение автокорреляции во времени и интегрального времен-
ного масштаба проиллюстрировано на рис. 7. 
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Рис. 7. Определение автокорреляции во времени и интегрального временного 
масштаба 

 
 
Пространственная корреляция пульсаций скорости 

 ( ) ( ) ( )ij i jR u u′ ′= +r x x r
� �� �

 (29) 

определяется как функция радиус-вектора r
�

, имеющего начало в данной 
точке пространства x

�
. Величины ( )ijR r

�
 образуют тензор, диагональные 

компоненты которого ( i j= ) соответствуют значениям пространственной 

автокорреляции для компонент скорости. Рассмотрим случай гомогенной 
(нет зависимости от x

�
) и изотропной (нет зависимости от направления 

вектора r
�

) турбулентности. Выберем произвольное направление 1e
�

 и 

определим продольную ( )11R r  и поперечную ( )22R r  автокорреляции пуль-

саций скорости 

 ( ) ( ) ( )11 1 1 1R r u x u x r′ ′= + e
�

, ( ) ( ) ( )22 2 2 1R r u x u x r′ ′= + e
�

 (30) 

и соответствующие им коэффициенты автокорреляции 

 ( ) ( )11

2
1

R r
r

u
ρ =

′� ,   ( ) ( )22

2
2

R r
r

u
⊥ρ =

′
. (31) 

Отметим, что для изотропной турбулентности ( ) ( )33 22R r R r= . 

Анализ пространственной зависимости каждого из коэффициентов 
автокорреляции (31) приводит к двум существенно разным простран-
ственным масштабам турбулентности. Первый из них — интегральный 
пространственный масштаб, определяемый аналогично интегральному 
временному масштабу (28): 
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 ( )
 

 0
l r dr

∞
= ρ∫� � ,   ( )

 

 0
l r dr

∞

⊥ ⊥= ρ∫ . (32) 

Продольный и поперечный интегральный масштабы связаны между 
собой, и можно показать (см., например, [34]), что для изотропной турбу-
лентности 2l l⊥ = � . Интегральные масштабы соответствуют расстоянию 

вдоль выбранного направления, на котором корреляция между флуктуаци-
ями скорости становится малой. Это позволяет интерпретировать их как 
характерный размер крупных вихрей, для которого ранее было введено 
обозначение tl . Как показано на рис. 8, флуктуация в данной точке слабо 

влияет на флуктуации в точках на расстояниях больше tl . 

Численное значение интегрального масштаба может зависеть от 
направления в пространстве, если турбулентность анизотропна. Например, 
значение интегрального масштаба вдоль потока может заметно превосхо-
дить соответствующее значение в поперечном направлении. 

 
 

 
Рис. 8. Определение интегрального 
пространственного масштаба 

 
 
Ещё один пространственный масштаб, связанный с пространствен-

ной зависимостью (31), — так называемый тейлоровский микромасштаб, 
который определяется следующим образом. С учётом симметрии функции 

( )rρ�  относительно r  = 0 будем иметь: 

 ( )
2 2

2
2 2

0 0

 0

1
1 ... 1 ...

2
r r

d d r
r r r

dr dr= =
=

ρ ρ
ρ = + + + = − +

λ
� �

�

����

 , (33) 
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где  

 ( )
2

2 2

0

2

r
d dr

=

λ = −
ρ�

�

 — (34) 

величина, имеющая размерность длины и представляющая продольный 
тейлоровский микромасштаб. Поперечный микромасштаб ⊥λ  определяет-

ся аналогично на основе функции ( )r⊥ρ , причём для изотропной турбу-

лентности 2⊥λ = λ�  [34]. Определение тейлоровского микромасштаба 

объясняется на рис. 9. 
 
 

 
Рис. 9. Определение тейлоровского микромасштаба 

 
 
Для изотропной турбулентности можно показать [34], что имеет ме-

сто равенство 

 
2 2

1
2

1

2u u

x

 ′ ′∂ = ∂ λ  �

. (35) 

Используя равенство (11), с учётом (35) получим формулу 

 
2 2 2

1
2 2

1

2
15 15 15ji

j i

uu u u u

x x x ⊥

′∂  ′ ′ ′ ′∂ ∂ε ≈ ν = ν = ν = ν ∂ ∂ ∂ λ λ  �

, (36) 

впервые выведенную Дж. Тейлором в 1935 г. Из формулы Тейлора (36) 
следует, в частности, что  



28 

 15 Ku u⊥
ν′ ′λ = τ
ε
∼ . (37) 

Кроме того можно убедиться, что тейлоровский микромасштаб выражает-
ся через tl  и Kη : 

 
20 1

3 Ret t
l

⊥λ =  и 
1/6

2/3 1/32
10  

3 K tl⊥
 λ = η 
 

. (38) 

Последнее из равенств (38) показывает, что в условиях развитой турбу-
лентности тейлоровский микромасштаб является промежуточным между 
наибольшим tl  и наименьшим Kη  пространственными масштабами. В со-

ответствии с (37) тейлоровский микромасштаб можно интерпретировать 
как расстояние, на которое перемещаются мелкие вихри за время их жизни 

Kτ  в результате их переноса крупными энергосодержащими вихрями 

(имеющими характерную скорость u′ ). 
Тейлоровский микромасштаб используется для определения специ-

ального числа Рейнольдса: 
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Re Re
3 3 t

u k⊥
λ

′λ= = =
ν εν

, (39) 

где 2Ret tu l k′= ν = εν . Число Рейнольдса7 (39) используют для представ-

ления результатов измерений характеристик турбулентного течения. 

1.2.3. Спектр пульсаций скорости 

При анализе турбулентных пульсаций полезным инструментом яв-
ляется преобразование Фурье. Прямое и обратное преобразование Фурье 
для компонент тензора (29) имеет вид: 

 ( )
( )

( )3

1

2
i

ij ijR e d−Φ =
π ∫ κrκ r r

��� � �
, ( ) ( ) i

ij ijR e d= Φ∫ κrr κ κ
��� � �

, (40) 

где 2 lκ = π  — волновое число, l  — длина волны. Отметим, что зависи-

мости ( )ijΦ κ
�

 и ( )ijR r
�

 содержат одну и ту же информацию об изменяю-

щемся во времени поле ( )iu′ x
�

. Если r
�

 = 0
�

, то 

                                         
7 Иногда полагают Re kλ ⊥= λ ν , тогда Re 10Retλ = . 
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 ( ) ( )ij i j ijR u u d′ ′= = Φ∫0 κ κ
� � �

. (41) 

Напомним, что энергетический спектр турбулентных пульсаций 

( )E κ  определяется так, что ( )E dκ κ  представляет вклад кинетической 

энергии турбулентности 2j jk u u′ ′=  в диапазоне волновых чисел κ  ≤  κ
�

 < 

dκ + κ . С учётом определения энергетического спектра ( )E κ  его можно 

интерпретировать как интеграл от ( )jjΦ κ
�

 в пространстве волновых чисел 

по сфере радиуса κ : 

 ( ) ( ) ( )1
2 jjE κ dκ = Φ δ −∫ κ κ κ

� � �
. (42) 

С учётом свойств преобразования Фурье и определения скорости 
диссипации кинетической энергии турбулентности можно показать, что 

 ( )2
2 ij ij jjS S d′ ′ε = ν = ν Φ∫ κ κ κ

� � �
. (43) 

Кроме того, имеют место соотношения 

 ( )
 

 0
k E d

∞
= κ κ∫ ,   ( )

 
2

 0
2 E d

∞
ε = νκ κ κ∫ . (44) 

Переход от ( )ijΦ κ
�

 к ( )E κ  означает потерю информации о направ-

лениях в пространстве. Следовательно, ( )ijΦ κ
�

 полностью определяется 

энергетическим спектром ( )E κ  только в случае изотропной турбулентно-

сти. 
До сих пор энергетический спектр турбулентных пульсаций рас-

сматривался как функция пространственных масштабов (рис. 4). Есте-
ственно ожидать, что возможен переход от пространственных масштабов 
(длина волны) к временным (частота). Возможность такого перехода осно-
вывается на гипотезе Тейлора, которая утверждает, что если пульсации 
скорости u′  малы по сравнению с её средним значением u , то 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )2 2

, , , ,

, ,

u x t u x t u x t u x u t

u x t u x t

′ ′ ′ ′+ τ + τ
≈

′ ′
. (45) 

Приближённое равенство (45) означает, что временные и простран-
ственные корреляции несут почти идентичную информацию о пульсациях 
скорости. Следовательно, для построения энергетического спектра можно 
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использовать измеренное или расчётное изменение скорости во времени в 
данной точке турбулентного потока. 

1.2.4. Фазовое осреднение 

Наблюдения за турбулентными течениями, например в следах за 
плохообтекаемыми телами, где образуется обширный отрыв потока, ука-
зывают на их неоднозначную природу. В самом деле, как видно на рис. 5 и 
10, хаотические турбулентные пульсации в следе взаимодействуют с упо-
рядоченными крупномасштабными вихрями. При этом течение за преде-
лами указанных вихрей остаётся ламинарным, в результате чего состояние 
течения в данной точке пространства может быть как ламинарным, так и 
турбулентным (перемежаемость). 

 
 

 
Рис. 10. Обтекание кругового цилиндра [2] ( Re = 104) 

 
 
Для течений такого типа характерна периодичность зависимостей 

скорости и давления от времени, причём период колебаний определяется 
частотой образования и отрыва новых крупномасштабных вихрей. Пример 
такой зависимости показан на рис. 11, а, где, в частности, приведены ре-
зультаты измерения мгновенной скорости в точке, расположенной в тур-
булентном следе за круговым цилиндром [12]. 

Разложение (2) оказывается недостаточным для описания течений 
такого типа, поскольку не зависящее от времени осреднённое поле ju  

слишком сильно отличается от мгновенного даже на качественном уровне 
(в отличие от реального, осреднённое поле симметрично).  
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Рис. 11. Скорость в турбулентном следе за круговым 
цилиндром при Re = 1,4·105 [12]: а — измеренная  
зависимость мгновенной скорости от времени и  
результат её фазового осреднения; б — энергетический 
спектр скорости 

 
 
В связи с этим в работе [35] было предложено так называемое трой-

ное разложение 

 ( ) ( ) ( )j j j ju t u u t u t′= + +⌢
, (46) 

которое предусматривает два вида осреднения. Первый из них — осредне-
ние по времени (3), результат которого ju  не зависит от времени. Второй 

вид осреднения называют фазовым, поскольку выполняется осреднение 
тех значений ( )ju t , которые соответствуют одной и той же фазе периоди-

ческих колебаний, вызванных крупномасштабными вихрями. Фазовое 
осреднение мгновенной скорости (46) приводит к следующему результату: 

а) 

б) 
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 ( ) ( )
( )

( ) ( )
 0 j j

j j j j j j

u u t

u t u u t u t u u t

== +

′= + + = +
⌢

⌢ ⌢

����� ���
. (47) 

В результате фазового осреднения в разложении (47) появляется за-
висящий от времени периодический сигнал ( )ju t

⌢
, который позволяет опи-

сать крупномасштабную нестационарность турбулентного течения. Зави-
симость ( )ju t

⌢
 показана гладкой кривой на рис. 11, а. 

Как показывает опыт, частота указанных колебаний намного меньше 
частоты турбулентных пульсаций, а характерный размер порождающих 
эти колебания вихрей сопоставим с размерами обтекаемого тела. Харак-
терные частоты ( )ju t

⌢
 и ( )ju t′  существенно различны по величине, по-

скольку различна физическая природа соответствующих величин. Дей-
ствительно, величина ( )ju t

⌢
 соответствует крупномасштабным упорядо-

ченным вихрям, а величина ( )ju t′  — маломасштабным хаотическим тур-

булентным пульсациям. 
Результат применения осреднения по времени и фазового осредне-

ния к измеренным полям скорости в турбулентном следе за круговым ци-
линдром показан на рис. 12 и 13, где использованы данные работы [12]. 
Хорошо видно (рис. 12), что осреднение по времени приводит к симмет-
ричному полю скорости с рециркуляционной зоной, состоящей из двух 
противоположно направленных вихрей. В реальном течении (см., напри-
мер, рис. 10) такие вихри одновременно не существуют. Наблюдения по-
казывают, что указанные вихри зарождаются и отрываются от тела пооче-
рёдно и периодически. Эта особенность течения воспроизводится неста-
ционарным полем, полученным в результате фазового осреднения. Такое 
нестационарное поле скорости показано на рис. 13, где приведены линии 
тока, соответствующие четырём последовательным моментам времени 
внутри одного периода крупномасштабных колебаний. 

Приведённые закономерности турбулентных течений позволяют 
распространить статистические методы моделирования турбулентности 
(изначально разработанные для статистически стационарных течений) на 
течения с крупномасштабной нестационарностью потока. 
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Рис. 12. Турбулентное обтекание кругового 
цилиндра при Re = 1,4·105 [12]: изолинии 
поля скорости, осреднённого по времени 

 

  
a)      б) 

  
в)      г) 

Рис. 13. Турбулентное обтекание кругового цилиндра при Re = 1,4·105 
[12]: а, б, в, г — линии тока поля скорости, полученные в результате 
фазового осреднения мгновенного поля (четыре последовательных 
момента времени внутри одного периода) 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

2.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

2.1.1. Уравнения Навье–Стокса 

Течение сплошной среды (жидкости или газа) описывается системой 
уравнений Навье–Стокса, в состав которой входят уравнение неразрывно-
сти 

 0j

j

u

t x

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

 (48) 

и уравнения движения 

 j i iji

j i j

u uu p

t x x x

∂ρ ∂τ∂ρ ∂+ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

. (49) 

Уравнения движения (49) представляют три уравнения переноса для 
проекций скорости, где p  — давление, ijτ  — компоненты тензора сдвиго-

вых напряжений (здесь предполагается отсутствие объёмных сил, дей-
ствующих на жидкость). 

Выделяют особый класс течений жидкости — несжимаемые тече-
ния, в которых плотность среды постоянна: 

 ρ  = const. (50) 

Данный предельный случай соответствует бесконечно малому числу Маха 
Ma u c= , где u  — скорость жидкости, а c  — скорость звука в жидкости. 

Кроме того, постоянство плотности означает постоянную температуру и 
химический состав. В несжимаемой жидкости уравнение неразрывности 
принимает вид условия нулевой дивергенции поля скорости: 

 0j

j

u

x

∂
=

∂
. (51) 

Для так называемых ньютоновских жидкостей имеет место линейная 
связь между ijτ  и компонентами тензора скоростей деформации 

( ) 2ij i j j iS u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂ : 
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1

2
3ij ij kk ijS S τ = µ − δ 

 
, (52) 

где µ  — динамическая вязкость. Соотношение (52) называют гипотезой 
Стокса8. Подстановка (52) в (49) даёт уравнения движения в виде: 

             
2

3
j i ji k i

j i k i j i

u u uu u u
p

t x x x x x x

 ∂ρ ∂ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + µ + µ +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
. (53) 

Если же плотность и, кроме того, вязкость жидкости постоянны, то урав-
нение движения (53) принимает вид: 

 
21j ii i

j i j j

u uu p u

t x x x x

∂∂ ∂ ∂+ = − + ν
∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂

, (54) 

где ν = µ ρ  — кинематическая вязкость. 

В несжимаемой жидкости давление играет особую роль. Как показа-
но в Приложении 1, численная эффективность расчётных процедур в 
большой степени обусловлена затратами времени на расчёт поля давления. 

2.1.2. Уравнение переноса скаляра 

При решении практических задач, связанных с теплообменом, горе-
нием, распространением примесей требуется определение не только век-
торного поля скорости, но и скалярных полей, например температуры или 
концентрации. Здесь будет рассмотрена обобщённая скалярная величина 
φ , в уравнении переноса которой отсутствуют источники и стоки (пред-
полагается несжимаемое течение с постоянной плотностью): 

 j

j j j

u

t x x x

∂ρ φ∂ρφ ∂ ∂φ+ = ρ
∂ ∂ ∂ ∂

W , (55) 

где W  — коэффициент диффузии (размерность м2/с). Скаляр φ , поле ко-
торого описывается уравнением (55), называют пассивным (поскольку его 
значение не влияет на остальные характеристики среды). Интегрируя 

                                         
8 Отметим, что в скобках в правой части (52) стоит так называемая ани-

зотропная часть тензора скоростей деформации. Для несжимаемой жидкости 
0=∂∂= kkkk xuS  (см. уравнение неразрывности (48)). 



36 

уравнение (55) по объёму расчётной области V , можно убедиться, что ин-

теграл 
 V

dVρφ∫  изменяется только за счёт потоков на границах. 

2.2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

2.2.1. Основные подходы к моделированию турбулентности 

Классификация существующих подходов к численному моделиро-
ванию турбулентных течений основана на степени детальности разреше-
ния турбулентных пульсаций и их энергетического спектра. С учётом это-
го признака выделяют три основных подхода (DNS, LES и RANS) для ко-
торых на рис. 14 отмечено, какая часть спектра разрешается явным обра-
зом в численном расчёте, а какая учитывается с помощью приближённого 
моделирования. Краткое представление трёх названных подходов дадим в 
том порядке, в каком они подробнее обсуждаются далее в данной главе. 

 
 

 
Рис. 14. Вычисляемая и моделируемая части энергетического 
спектра турбулентных пульсаций при использовании методов 
DNS, LES и RANS 
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Модели на основе осреднения по Рейнольдсу или Фавру (Reynolds-
averaged Navier–Stokes, RANS). Этот класс моделей имеет следующие 
особенности. 

• Исходные уравнения осредняются по всему спектру пульсаций в 
соответствии с определением (3). В результате в осреднённых уравнениях 
появляются неизвестные корреляции пульсирующих величин, без опреде-
ления которых осреднённые уравнения не могут быть решены (проблема 
замыкания). Для решения проблемы замыкания привлекаются модели тур-
булентности, которые выражают неизвестные корреляции через известные 
(точнее — искомые) осреднённые значения. 

• Численное решение представляет поля средних значений. 
• С учётом определения (3), такое решение стационарно (не зависит 

от времени) и иногда обозначается аббревиатурой SRANS (Steady RANS). 
Однако существует особая разновидность методов численного моделиро-
вания турбулентных течений, в которых приближённо учитывается их не-
стационарность. Такой подход получил короткое название URANS (Un-
steady RANS). 

Теоретическое обоснование URANS сталкивается с методическими 
трудностями, связанными с определением средних величин. Одна из воз-
можных интерпретаций предполагает использование в качестве определе-
ния равенства, аналогичного (3), но с конечным значением периода осред-
нения T : 

 ( ) ( )
 

 0

1 T

j ju t u t dt
T

′ ′= ∫ . (56) 

При этом значение T  должно, с одной стороны, намного превышать мак-
симальный период турбулентных пульсаций, а с другой — быть намного 
меньше характерного времени, связанного с крупномасштабной нестацио-
нарностью. Такая нестационарность может быть обусловлена меняющим-
ся во времени внешним воздействием (например, движение корабельного 
винта или поршня в цилиндре двигателя), либо крупномасштабными упо-
рядоченными вихревыми структурами, примеры которых показаны в раз-
деле 1.2.4. 

Другая возможная интерпретация физического смысла величин, по-
лучаемых методом URANS, связана с концепцией фазового осреднения 
характеристик течений, содержащих указанные крупномасштабные вихри 
(см. раздел 1.2.4). В последнем случае под величиной ( )ju t  следует пони-
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мать сумму ( )j ju u t+ ⌢ , где ju  — не зависящее от времени среднее в соот-

ветствии с классическим определением (3), а ( )ju t
⌢

 — результат фазового 

осреднения (зависящая от времени величина, учитывающая крупномас-
штабные колебания с частотой намного меньше частот маломасштабных 
турбулентных пульсаций, и входящая в состав тройного разложения (47)). 

Таким образом, в методах URANS получают нестационарные реше-
ния для полей, осреднённых по конечному промежутку времени времени 
или по фазе крупномасштабных колебаний. Диапазон частот, адекватно 
воспроизводимых численным решением URANS, крайне узок. Метод 
URANS не ставит целью воспроизвести реальный спектр турбулентных 
пульсаций. Метод URANS используют, чтобы воспроизвести крупномас-
штабные периодические пульсации течения, как показано на рис. 15, а. 

• В ряде случаев численное решение нестационарных уравнений 
метода URANS приводит к стационарным решениям. С другой стороны, 
решения стационарных уравнений RANS могут не существовать. Свиде-
тельством этого обычно является то, что норма невязки системы дискрет-
ных уравнений (получающихся при применении методов конечных объё-
мов для дискретизации уравнений Навье–Стокса на данной расчётной сет-
ке) не стремится к малому постоянному значению, а осциллирует с боль-
шой амплитудой. 

• Несмотря на то, что мгновенные характеристики турбулентного 
течения изменяются случайным образом, численное решение, полученное 
методом RANS, не является случайным; средние значения детерминиро-
ваны. 

• Численное решение зависит от пространственной сетки и шага по 
времени. Однако последовательное уменьшение ячеек пространственной 
сетки и шагов по времени в принципе позволяет получить сеточно-
независимое (точное) решение уравнений RANS. Следует отметить, что на 
практике такое решение оказывается трудно достижимым. В связи с этим 
важно оценить ожидаемое отклонение полученного численного решения 
от сеточно-независимого предела. Такая оценка погрешности численного 
расчёта аналогична погрешности натурного эксперимента. 

• Уменьшение размеров ячеек сетки и шага по времени приводит к 
уточнению решения осреднённых уравнений, но не означает расширения 
спектра разрешённых пространственных и временных флуктуаций. 
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Рис. 15. Вычисляемая и моделируемая части энергетического 
спектра турбулентных пульсаций: а — URANS, б — LES 
 
 
• Существуют модели RANS, разработанные для полностью разви-

той турбулентности и предназначенные для расчёта течений при больших 

числах Рейнольдса. Такие модели, называемые высокорейнольдсовыми 
(high-Re models), требуют постановки специальных граничных условий в 

пристеночных областях, где турбулентность затухает. Указанные гранич-
ные условия ставятся не на твёрдой поверхности, а за пределами пристен-

а) 

б) 
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ного слоя (так называемого вязкого подслоя), в котором турбулентные 

пульсации пренебрежимо малы. Благодаря этому размер первого пристен-
ного контрольного объёма сетки может быть достаточно большим. Отме-

тим, что формулировка граничных условий опирается на приближённое 
аналитическое решение для профиля средней скорости в пограничном 

слое, а сами граничные условия получили название пристеночных функ-
ций (раздел 2.3.1.1). 

Модели RANS, уравнения которых справедливы во всей расчётной 
области, включая пристенные участки, называют низкорейнольдсовыми 

(low-Re models). В этом случае расчётная сетка в пристеночной области 
должна быть более мелкой, чем при использовании высокорейнольдсовых 

моделей, — такой, чтобы в вязком подслое находилось достаточно боль-
шое число элементов. 

Моделирование крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES). Дан-
ный подход основан на следующих принципах. 

• Исходные уравнения фильтруются (сглаживаются) интегрирова-

нием по пространству с весовой функцией. Весовая функция (фильтр) 
имеет форму колокола или ступеньки, ширина которых либо задаётся 

независимо (явное фильтрование), либо, как это делается в наиболее рас-
пространённых на практике расчётах, определяется размером ячеек сетки 

(неявное фильтрование при замене дифференциальных уравнений перено-
са их дискретными аналогами). 

• В отфильтрованных уравнениях появляются неизвестные корре-
ляции, отражающие вклад турбулентных движений с масштабами меньше 

размеров фильтра или, в случае неявного фильтрования, ячеек сетки (под-
сеточная турбулентность). Приближённое вычисление подсеточных кор-

реляций с использованием отфильтрованных величин означает моделиро-
вание коротковолновой части спектра. 

• Численное решение отфильтрованных уравнений даёт нестацио-
нарные поля случайных величин. Численное решение зависит от исполь-

зуемой расчётной сетки и метода дискретизации уравнений. При этом 
энергетический спектр скорости, полученной при численном решении, 

воспроизводит длинноволновую часть реального спектра, включая значи-
тельную часть инерционного интервала (рис. 15, б). 
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• Численное разрешение длинноволновой части спектра должно 
быть таким, чтобы решение (разрешённое поле) содержало значительную 
часть кинетической энергии турбулентности9. 

• Уменьшение размеров ячеек сетки означает переход к явному раз-
решению всё более мелких пространственных масштабов (в пределе — к 
прямому численному моделированию). Имеет место сеточная зависимость 
решения: при измельчении сетки в решении появляются всё более высоко-
частотные компоненты, что означает расширение разрешённого спектра 
(рис. 14) в область высоких частот и малых длин волн. 

• При достаточном разрешении расчётной сетки роль подсеточных 
моделей значительно меньше, чем роль моделей турбулентности при 
осреднении уравнений по всему спектру, так как подсеточная турбулент-
ность содержит малую часть кинетической энергии турбулентности. 

• В связи с тем, что вблизи твёрдых поверхностей турбулентность 
становится анизотропной, а размер турбулентных вихрей уменьшается, 
явное численное разрешение турбулентных пульсаций требует использо-
вания гораздо более мелкой расчётной сетки, чем в условиях развитой 
турбулентности вдали от стенок. Для ослабления этого требования приме-
няют специальные модификации подсеточных моделей в пристеночной 
области. 

Для прямого численного моделирования турбулентности (Direct 
Numerical Simulation, DNS) требуется численное разрешение всех про-
странственных и временных масштабов, от крупных до колмогоровских. 
Поскольку разрыв между крупными и колмогоровскими масштабами уве-
личивается с ростом числа Рейнольдса потока (подробнее см. в разделе 
1.1), вычислительные затраты на выполнение прямого численного моде-
лирования очень сильно зависят от Re. В самом деле, согласно (15) имеет 

место соотношение 3/4 3/4
tRe Ret Kl η ∼ ∼ , из которого следует, что число 

                                         
9 В книге [34] рекомендуется считать, что корректное численное решение, 

полученное методом LES, должно воспроизводить не менее 80% кинетической 
энергии турбулентности, за исключением, может быть, пристеночных областей. 
В последнем случае требуется специальная модель для расчёта характеристик 
турбулентности в пристеночной области (LES-NWM, LES Near-Wall Modeling). 
Для обозначения метода LES, в котором указанная доля кинетической энергии 
воспроизводится численно всюду в расчётной области (в том числе вблизи твёр-
дых поверхностей), используют аббревиатуру LES-NWR (LES Near-Wall Resolu-
tion). 
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необходимых расчётных точек в трёхмерном пространстве с учётом про-

движения по времени оказывается пропорциональным 3Re . Это приводит 
к тому, что вычислительные затраты на прямое численное моделирование 

растут быстрее, чем 3Re . В результате оказывается, что на данном уровне 
развития вычислительных ресурсов возможно прямое численное модели-
рование течений с числом Рейнольдса не выше некоторого предела. Не-
смотря на то, что указанное предельное значение из года в год увеличива-
ется, можно утверждать: прямое численное моделирование течений, име-
ющих практическое значение в инженерной деятельности, ещё достаточно 
долго будет недоступно10. В связи с этим, прямое численное моделирова-
ние в данном учебном пособии не рассматривается. 

Следует отметить, что существуют и гибридные подходы. Среди них 
следует упомянуть методы, сочетающие уравнения RANS и LES — 
например, так называемое моделирование отсоединённых вихрей (De-
tached Eddy Simulation, DES). В последние годы разрабатываются сравни-
тельно новые подходы на основе нестационарных RANS-формулировок, 
которые позволяют получать решения, имеющие черты решений LES. К 
ним относятся методы адаптируемых масштабов (Scale-Adaptive Simula-
tion, SAS) и методы частичного осреднения (Partially Averaged Navier–
Stokes, PANS), которые, как и DES, кратко обсуждаются в конце этой гла-
вы. 

Классификация и взаимосвязь методов моделирования турбулент-
ных течений приведена на рис. 16. В категорию гибридных методов здесь 
отнесены такие подходы, которые комбинируют расчетные процедуры и 
принципы разных подходов. Например, отказ от явного использования 
подсеточных моделей при одновременной невозможности разрешить чис-
ленно все масштабы турбулентных пульсаций квалифицируется как псев-
до DNS11. C этой точки зрения получение изменяющихся во времени чис-

                                         
10 Здесь мы оставляем в стороне вопрос о целесообразности прямого чис-

ленного моделирования, которое даёт большое количество информации, в ряде 
случаев избыточной для инженерной практики. 

11 Представитель такого подхода — метод MILES — обсуждается ниже, в 
разделе 2.2.7.5. Следует отметить, что неспособность метода воспроизвести весь 
спектр турбулентных пульсаций не позволяет квалифицировать его как DNS. С 
этой точки зрения метод MILES имеет лишь формальное сходство с DNS (не 
используются подсеточные модели турбулентности), но принципиально отлича-
ется от DNS тем, что не воспроизводит коротковолновую часть спектра. 
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ленных решений нестационарных уравнений Рейнольдса тоже имеет при-
знаки гибридного метода: исходная формулировка RANS предполагает 
осреднение пульсаций по всему спектру. 

 

 

Рис. 16. Методы моделирования турбулентных течений [3] 
 
 
Далее в данной главе подробно рассматриваются методы моделиро-

вания турбулентности на основе RANS и LES. После изучения этой главы 
полезно ещё раз вернуться к перечню особенностей этих методов, приве-
дённому в этом разделе. Отметим также, что детальная классификация и 
многочисленные примеры применения методов моделирования турбу-
лентных течений приведены в недавно изданной книге [3]. 

2.2.2. Уравнения Рейнольдса и проблема замыкания 

Уравнения Навье–Стокса позволяют получить уравнения переноса 
для средних значений величин, случайным образом пульсирующих в тур-
булентном потоке. В частности, уравнения для компонент средней скоро-
сти iu  были впервые получены О. Рейнольдсом в 1894 г. и теперь носят 

его имя. Вывод уравнений Рейнольдса использует разложение мгновенно-
го значения скорости u  на сумму среднего12 значения u  и пульсационной 
составляющей u′ : 

                                         
12 Напомним, что допускается зависимость среднего значения от времени. 

Физический смысл такого подхода (метод URANS) обсуждается в разделе 2.2.1. 
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 u u u′= + , (57) 

где средняя флуктуация равна нулю, а повторное осреднение не изменяет 
результат: 

 0u′ = ,   u u= . (58) 

Отметим, кроме того, что имеют место равенства: 

 i iu u

t t

∂ ∂=
∂ ∂

,   i i

j j

u u

x x

∂ ∂=
∂ ∂

, (59) 

которые означают, что операции дифференцирования (как по времени, так 
и по пространству) и осреднения коммутируют [34, 5]. 

2.2.2.1. Уравнение неразрывности 

Подстановка разложения (57) в уравнение неразрывности (51) и его 
последующее осреднение (с учётом (59)) приводит к равенствам: 

 0j

j

u

x

∂
=

∂
 (60) 

и 

 0j

j

u

x

′∂
=

∂
. (61) 

Отметим, что если плотность не постоянна, то такая же процедура 
может быть применена и к уравнению неразрывности (48). Однако в этом 
случае следует учесть, что ′ρ = ρ + ρ , в результате чего в осреднённом 

уравнении неразрывности появляются корреляции вида ju′ ′ρ . Для того, 

чтобы избежать появления таких корреляций в осредненных уравнениях, 
Фавр (в 1969 г.) предложил иной алгоритм осреднения: 

 j j ju u u′′= +ɶ , (62) 

где 

 j
j

u
u

ρ
=

ρ
ɶ  —  (63) 

среднемассовое (среднее по Фавру) значение случайной величины ju . От-

метим, что � 0ju′′ = . Можно убедиться, что в этом случае осредненное урав-
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нение неразрывности не содержит дополнительных корреляций и имеет 
вид: 

 0j

j

u

t x

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

ɶ
. (64) 

Следует подчеркнуть, что избежать появления корреляций пульса-
ций плотности и других искомых величин удалось за счет чисто формаль-
ного изменения определения средней величины. Средние по Фавру и по 
Рейнольдсу не эквивалентны, а их численные значения могут существенно 
различаться в течениях с большими перепадами плотности (например, в 
течениях с горением). Между двумя средними имеет место следующая 
связь: 

 j j ju u u′ ′ρ = ρ + ρɶ . (65) 

Экспериментально определяемые средние величины могут быть ин-
терпретированы как ju  или juɶ  в зависимости от метода измерений. Если 

флуктуации плотности невелики, то корреляциями ju′ ′ρ  пренебрегают, в 

результате чего получают осреднённое уравнение неразрывности следую-
щего вида: 

 0j

j

u

t x

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

, (66) 

которое используется далее в данном пособии. 

2.2.2.2. Уравнения движения 

Принципиальной особенностью уравнений движения (54) является 
наличие нелинейных членов, содержащих произведения j iu u . Легко пока-

зать, что среднее значение для этого произведения имеет вид: 

 ( )( )j i j j i i j i j iu u u u u u u u u u′ ′ ′ ′= + + = + . (67) 

Отметим, что в правой части равенства (67) присутствует корреляция j iu u′ ′ . 
Подстановка разложения (57) в уравнения движения (53), (54) и их после-
дующее осреднение дают, с учётом (67), следующие уравнения переноса 
для компонент средней скорости: 
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2

3
j i ji k i

j i
j i k i j i

u u uu u u
p u u

t x x x x x x

  ∂ρ ∂ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = − + µ + µ + − ρ      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 (68) 

или, в несжимаемой жидкости с постоянной вязкостью, 

 
21j i j ii i

j i j j j

u u u uu p u

t x x x x x

′ ′∂ ∂∂ ∂ ∂+ = − + ν −
∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂

. (69) 

Видно, что по виду осреднённые уравнения (68), (69) почти совпа-
дают с исходными уравнениями (53), (54) для мгновенных значений ско-
рости. Однако есть и принципиальное отличие, которое порождается кор-

реляциями j iu u′ ′ . Поскольку в уравнении (68) величины j iu u′ ′−ρ  занимают 

такое же место, как и сдвиговые напряжения ijτ  в уравнении (49), корре-

ляции j iu u′ ′−  называют рейнольдсовыми (или турбулентными) напряжени-

ями. 
Физическая интерпретация рейнольдсовых напряжений использует 

аналогию с вязкими напряжениями ijτ , которые характеризуют перенос 

импульса за счёт молекулярных столкновений. Рейнольдсовы напряжения 
также характеризуют перенос импульса — за счёт перемешивания в пуль-
сирующем турбулентном потоке. 

Рейнольдсовы напряжения образуют тензор второго порядка (мат-
рица 3×3), компоненты которого симметричны относительно диагонали: 

j iu u′ ′  = i ju u′ ′ . Диагональные компоненты 2
1u′ , 2

2u′  и 2
3u′  играют роль нор-

мальных, а остальные — касательных напряжений. Кинетическая энергия 
турбулентности (4) равна половине суммы диагональных компонентов 
(следа) тензора рейнольдсовых напряжений. Различие между нормальны-
ми и касательными турбулентными напряжениями зависит от выбора си-
стемы координат. В частности, существует система координат, в которой 
касательные компоненты обращаются в ноль. 

Рейнольдсовы напряжения могут быть записаны в виде суммы так 
называемых изотропных и анизотропных составляющих: 

       
1 1

3 3j i k k ij j i k k iju u u u u u u u ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= δ + − δ = 
 

1 2
2

3 3ij j i ij

Изотропное Анизотропное
напряжение напряжение

k u u k

 
 
 ′ ′δ + − δ
 
 
 

��� �����
. (70) 
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Подстановка (70) в (68) показывает, что изотропное напряжение склады-
вается со средним давлением p  и образует так называемое модифициро-

ванное давление 2 3p k+ ρ . Модифицированное давление может быть 

определено с помощью процедуры коррекции давления, одна из версий 
которой приведена в Приложении 1. В то же время, анизотропная часть 
компонент тензора турбулентных напряжений 

 
2

3ij j i ija u u k′ ′≡ − δ  (71) 

пока остаётся неизвестной. 
Итак, с помощью разложения Рейнольдса и процедуры осреднения 

получили систему уравнений (60) и (68) для среднего поля скорости. Эту 
систему называют уравнениями Навье–Стокса, осреднёнными по Рей-
нольдсу (Reynolds averaged Navier–Stokes equations или, короче, уравнения 
RANS). Эти уравнения не могут быть решены, пока неизвестны турбу-

лентные напряжения j iu u′ ′− . Другими словами, осреднённая по Рейнольдсу 

система уравнений не замкнута, а для решения проблемы замыкания надо 

определить j iu u′ ′ . К сожалению, эта проблема не решается с использовани-

ем одних лишь уравнений Навье–Стокса и разложения Рейнольдса. Дей-
ствительно, используя исходные и осреднённые уравнения Навье–Стокса, 

для j iu u′ ′  можно получить (см., например, [34]) свои уравнения переноса. 

Однако эти уравнения, в свою очередь, будут содержать корреляции более 

высоких порядков (например k j iu u u′ ′ ′ ), которые остаются неизвестными 

(поэтому говорят, что для них также требуется замыкание). 

2.2.2.3. Уравнение переноса скалярной величины 

До сих пор рассматривались уравнения движения, осреднение кото-
рых порождает рейнольдсовы напряжения. Рассмотрим теперь уравнение 
(55) переноса скалярной величины φ . Осреднение этого уравнения выпол-
няется аналогично осреднению уравнений для каждой компоненты скоро-
сти. Как и в уравнениях движения, неизвестные корреляции между пуль-
сациями скорости и скаляра φ  возникают при осреднении нелинейных 

выражений для конвективных потоков: 

 ( )( )j j j j ju u u u u′ ′ ′ ′φ = + φ + φ = φ + φ . (72) 
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Осреднённое уравнение переноса φ  принимает вид: 

 j
j

j j j

u
u

t x x x

 ∂ρ φ∂ρφ ∂ ∂φ ′ ′+ = ρ − ρ φ  ∂ ∂ ∂ ∂ 
W , (73) 

где величина ju′ ′φ  имеет смысл турбулентного потока скаляра φ , возника-

ющего в результате турбулентного перемешивания. Как и в случае урав-

нений движения, для ju′ ′φ  можно получить уравнения переноса, которые 

будут содержать неизвестные корреляции более высоких порядков. 
Таким образом, при использовании осреднения по Рейнольдсу вста-

ёт проблема замыкания системы осреднённых уравнений (68) и (73). Для 
решения этой проблемы требуется физически обоснованная математиче-
ская модель, которая позволит выразить искомые корреляции через сред-
ние значения и корреляции более низкого порядка. Поставленная цель до-
стигается с помощью той или иной модели турбулентности. 

2.2.3. Концепция турбулентной вязкости и градиентной диффузии 

Эксперименты показали, что турбулентность наиболее интенсивна в 
областях больших градиентов средней скорости. В 1877 г. Ж. Буссинеск 

предположил, что связь между турбулентными напряжениями j iu u′ ′−  и 

тензором скоростей деформации ( ) 2ij i j j iS u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂  осреднённого 

течения аналогична соответствующей связи (52), которая имеет место 
между вязкими напряжениями ijτ  и компонентами ijS  для ньютоновской 

жидкости: 

 
2 1

2
3 3j i ij t ij kk iju u k S S   ′ ′−ρ − δ = µ − δ   

   
. (74) 

Коэффициент пропорциональности tµ  называют турбулентной (или 

вихревой) вязкостью13. Отметим, что в левой части равенства (74), которое 
выражает гипотезу турбулентной вязкости, стоит анизотропная часть 
(71) тензора рейнольдсовых напряжений, а присутствие слагаемого 
2 3ijkδ  обеспечивает выполнение равенства (4). Соотношение (74) можно 

                                         
13 Напомним, что для несжимаемой жидкости 0=∂∂= kkkk xuS  (см. урав-

нение неразрывности (48)). 
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понимать как определение турбулентной вязкости. Другими словами, тур-
булентной вязкостью будем называть скалярную величину tµ , которая 

подчиняется равенству (74). Соотношение (74) может быть записано в ви-
де 

 
2

3
ji k

j i t t ij
j i k

uu u
u u k

x x x

 ∂  ∂ ∂′ ′−ρ = µ + − ρ + µ δ    ∂ ∂ ∂  
. (75) 

Отметим, что суммирование диагональных компонентов тензора напряже-

ний (75) приводит к равенству 2 2 2
1 2 3 2u u u k′ ′ ′+ + = , соответствующему 

определению кинетической энергии турбулентности (4). 
С учётом (75) уравнения (68) и (69) для средней скорости примут 

вид 

j ii

j

u uu

t x

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

 

 ( ) ( )2

3
jk i

t t
i k i j i

uu u
p k

x x x x x

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ρ + µ + µ + µ + µ +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 (76) 

или, при постоянной плотности, 

 ( )1 2

3
j i ji i

t
j i i j i

u u uu u
p k

t x x x x x

  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ + = − + ρ + ν + ν +      ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂    
,    (77) 

где t tν = µ ρ . Видно, что уравнения (76) и (77) будут идентичны уравне-

ниям (68) и (69), если вместо u , ( )( )2 3t k kp k u x+ ρ + µ + µ ∂ ∂  и tµ + µ  по-

ложить, соответственно, u , p  и µ . 

По аналогии с гипотезой турбулентной вязкости гипотеза гради-

ентной диффузии позволяет выразить турбулентный поток ju′ ′φ  скаляра φ  

через градиенты средних значений φ : 

 j t
j

u
x

∂φ′ ′φ = −
∂

W , (78) 

где tW  — коэффициент турбулентной диффузии. С учётом (78) осреднён-

ное уравнение (73) примет вид: 
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 ( )j
t

j j j

u

t x x x

 ∂ρ φ∂ρφ ∂ ∂φ+ = ρ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
W W , (79) 

идентичный исходному уравнению (78) при условии замены φ  и W  на φ  

и t+W W . Между турбулентной вязкостью tµ  и коэффициентом турбу-

лентной диффузии tW  предполагается связь 

 
1

Pr
t

t
t

µ=
ρ

W , (80) 

где Prt  — турбулентное число Прандтля, величина которого близка к еди-

нице. 
Таким образом, при использовании концепций турбулентной вязко-

сти и градиентной диффузии для решения проблемы замыкания осреднён-
ных уравнений остаётся лишь определить турбулентную вязкость tµ  и ко-

эффициент турбулентной диффузии tW . Это будет сделано ниже, в разде-

ле 2.2.5. Здесь отметим лишь, что концепция турбулентной вязкости и 
градиентной диффузии оказалась чрезвычайно полезной при построении 
приближённых моделей турбулентности, и она до сих пор широко исполь-
зуется при численном моделировании. Однако нужно помнить, что соот-
ветствующие гипотезы не имеют строгого физического обоснования и в 
некоторых случаях противоречат экспериментальным данным. Как след-
ствие, применение концепций турбулентной вязкости и градиентной диф-
фузии может привести к большим ошибкам в пристеночных областях, в 
случае отрыва потока, в закрученных течениях. 

2.2.4. Кинетическая энергия турбулентного потока 

Кинетическая энергия единицы массы движущейся жидкости равна 
половине квадрата скорости: 2j jE u u= . Используя разложение 

j j ju u u′= + , можно показать, что средняя кинетическая энергия единицы 

массы жидкости в турбулентном потоке равна сумме кинетической энер-
гии осреднённого поля скорости 2j jK u u=  и кинетической энергии тур-

булентности 2j jk u u′ ′= : 

                ( )( )1 1 1 1
2 2 2 2j j j j j j j j j jE u u u u u u u u u u K k′ ′ ′ ′= = + + = + = + . (81) 
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Рассмотрим несжимаемое турбулентное течение. Используя уравне-
ния движения (53) можно получить уравнение переноса мгновенной кине-
тической энергии E (см., например, [34]): 

 

  

2j j
ij ij

j j
Вязкая
диссипация

u EE
S S

t x x

∂ ∂∂ + = − − ν
∂ ∂ ∂

T
���

, (82) 

где 2j j i iju p u S= ρ − νT  — компоненты вектора потока энергии, ijS  = 

= ( ) 2i j j iu x u x∂ ∂ + ∂ ∂  — компоненты тензора скоростей деформации. 

Полезно рассмотреть общий баланс кинетической энергии потока в 
рассматриваемой области. Для этого следует проинтегрировать уравнение 
(82) по объёму. При этом оказывается, что объёмные интегралы от 

j ju E x∂ ∂  и j jx∂ ∂T  сводятся к поверхностным интегралам по поверхно-

сти границы области (теорема Гаусса–Остроградского). Следовательно, 
единственным объёмным «источником» кинетической энергии потока яв-
ляется последнее слагаемое в правой части (82). Можно показать, далее, 
что величина 2 ij ijS Sν  всегда неотрицательна и равна нулю только в поко-

ящейся среде. Следовательно, указанное слагаемое описывает потери ки-
нетической энергии за счёт внутреннего трения в движущейся среде. Фи-
зическим механизмом, изымающим кинетическую энергию из потока, яв-
ляется вязкая диссипация, в результате которой механическая энергия не-
обратимо преобразуется в тепло. 

Осреднение уравнения (82) приводит к следующему результату [34]: 

               2  2 2j j
j i ij ij ij ij ij

j j
Диссипация

u E u pE
u E u S S S S S

t x x

 ∂∂ ∂ ′ ′ ′+ = − + − ν − ν − ν  ∂ ∂ ∂ ρ  ���������
, (83) 

где  

 
1

2
ji

ij
j i

uu
S

x x

 ∂∂= +  ∂ ∂ 
,   

1

2
ji

ij
j i

uu
S

x x

 ′∂′∂′ = +  ∂ ∂ 
. (84) 

Как и для мгновенной кинетической энергии (уравнение (82)), положи-
тельные объёмные источники осреднённой кинетической энергии в урав-
нении (83) отсутствуют. Два последних слагаемых в (83) описывают поте-
ри энергии из-за необратимой диссипации. В турбулентном потоке гради-
енты мгновенного поля скорости намного больше градиентов осреднённо-
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го поля, поэтому ijS  << ijS′ , и предпоследним слагаемым в правой части 

(82) можно пренебречь. Последнее слагаемое, наоборот, очень существен-
но; именно это слагаемое было определено ранее как скорость диссипации 
кинетической энергии турбулентности ε  (формула (10)). Напомним, что 
уравнение (83) описывает перенос средней кинетической энергии пульси-
рующего турбулентного потока. Полезно рассмотреть по отдельности 
уравнения переноса для кинетической энергии осреднённого течения 

2j jK u u=  и пульсационной составляющей (кинетической энергии турбу-

лентности) 2j jk u u′ ′= . 

Преобразуя уравнения Рейнольдса (68), можно получить уравнение 
переноса кинетической энергии осреднённого поля скорости 2j jK u u= : 

j

j

u KK

t x

∂∂ + =
∂ ∂

 

 2 2j i
i i j i ij i j ij ij

j j
Диссипация

Генерация

u p u
u u u u S u u S S

x x

  ∂ ∂′ ′ ′ ′= − + − ν − − − ν    ∂ ρ ∂    ��������

, (85) 

где физический смысл слагаемых пояснён в подписях снизу. Из (85) и 
уравнений Навье–Стокса (53) следует уравнение переноса кинетической 

энергии турбулентности 2j jk u u′ ′=  (см. также (9)): 

j

j

u kk

t x

∂∂ + =
∂ ∂

 

 2 2
2

i i j j i
i ij i j ij ji

j j
Диссипация

Генерация

u u u u p u
u S u u S S

x x

   ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂′ ′ ′ ′= − + − ν + − − ν     ∂ ρ ∂   �����
�����

. (86) 

Видно, что из энергии осреднённого поля изымается энергия, соот-

ветствующая величине i j i ju u u x′ ′− ∂ ∂  (уравнение (85)); это же количество 

энергии добавляется к кинетической энергии турбулентности (уравнение 

(86)). Таким образом, величину i j i j ku u u x P′ ′− ∂ ∂ =  можно рассматривать как 

скорость генерации турбулентной энергии за счёт энергии осреднённого 
поля (или, другими словами, скорость изъятия энергии турбулентности из 
осреднённого поля и её переход в кинетическую энергию турбулентно-
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сти). Используя гипотезу турбулентной вязкости (75), можно показать, что 
эта величина равна 

2

3
ji k i

k t t ij
j i k j

uu u u
P k

x x x x

  ∂  ∂ ∂ ∂= ν + + + ν δ =      ∂ ∂ ∂ ∂   
 

        
2

3
ji i k k

t t
j j i k k

uu u u u
k

x x x x x

 ∂  ∂ ∂ ∂ ∂= ν + + + ν    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
. (87) 

В несжимаемом течении 0=∂∂ kk xu  (уравнение неразрывности 

(48)), и  

 ( ) 2
2ji i

k t t ij ij t
j j i

uu u
P S S S

x x x

 ∂∂ ∂= ν + = ν = ν  ∂ ∂ ∂ 
, (88) 

откуда следует, что величина kP  неотрицательна. Величины 2 ij ijS Sν  и 

2 ij jiS S′ ′ε = ν  также неотрицательны. Они показывают интенсивность необ-

ратимой диссипации, причём, как было отмечено выше, ε  =  

= 2 ij jiS S′ ′ν  >> 2 ij ijS Sν . 

Уравнение (86) представляет собой уравнение переноса кинетиче-
ской энергии турбулентности, используемое во многих моделях. В этом 
уравнении требуется замыкание для первого слагаемого в правой части. 
Поскольку роль этого слагаемого отражает перераспределение энергии 
турбулентности в пространстве за счёт турбулентных флуктуаций скоро-
сти и давления, его интерпретируют как турбулентную диффузию, а для 
замыкания используют концепцию градиентной диффузии: 

 2
2

i i j j t
i ij

j j k j

u u u u p v k
u S

x x x

 ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂′ ′− + − ν =  ∂ ρ ∂ σ ∂ 
, (89) 

где kσ  — эмпирическая константа, которую полагают равной единице. В 

результате получается уравнение переноса кинетической энергии турбу-
лентности в турбулентном потоке: 

 j t
k

j j k j

u kk v k
P

t x x x

∂∂ ∂ ∂+ = + − ε
∂ ∂ ∂ σ ∂

, (90) 

которое является замкнутым. В течениях с переменной плотностью урав-
нение (90) примет вид 
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 j t
k

j j k j

u kk k
P

t x x x

∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρε ∂ ∂ ∂ σ ∂ 
. (91) 

Отметим, что в условиях развитой турбулентности µ  << t kµ σ . 

2.2.5. Модели турбулентности на основе турбулентной вязкости 

Задачей модели турбулентности является определение рейнольдсо-
вых напряжений. Если принята гипотеза турбулентной вязкости, то эта за-
дача сводится к определению турбулентной вязкости через другие харак-
теристики потока (поле средней скорости, для расчёта которого привле-
каются, например, кинетическая энергия турбулентности и скорость её 
диссипации). Решение указанной задачи достигается с помощью моделей 
разного уровня сложности. В данном разделе даётся описание моделей, 
связанных с осреднением по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса. В свою 
очередь, рассматриваемые модели можно разбить на два класса, в первом 
из которых используется концепция турбулентной вязкости, а во втором 
динамика рейнольдсовых напряжений моделируется без её использования. 
В рамках первого класса (модели на основе турбулентной вязкости, eddy 
viscosity models) будут рассмотрены модели с разным числом уравнений 
переноса (0, 1 и 2) для характеристик турбулентности. Затем рассматрива-
ется второй класс моделей — так называемые модели рейнольдсовых 
напряжений (Reynolds Stress Models, RSM). 

2.2.5.1. Алгебраические модели турбулентности 

Модели данного типа называют алгебраическими, поскольку в них 
для расчёта турбулентной вязкости не прибегают к решению дифференци-
альных уравнений переноса. В связи с этим, в расчёте используются толь-
ко локальные характеристики течения без учёта предыстории и значений 
выше по потоку. 

В 1925 г. Л. Прандтль предложил модель длины смешения для при-
стенных турбулентных течений. В соответствии с этой моделью турбу-
лентная вязкость определяется как 

 2
t m

u
l

y

∂µ = ρ
∂

, (92) 
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где y  — координата по нормали к стенке, u  — касательная составляющая 

средней скорости, ml  — так называемая длина пути смешения (mixing 

length). Было установлено, что в пристеночной области длина пути смеше-
ния пропорциональна расстоянию до стенки: 

 ml y= κ , (93) 

где κ  = 0,41 — постоянная Кармана14. 
Выражение (92), пригодное для плоских пристеночных течений, 

может быть формально обобщено на произвольные трёхмерные течения. В 
частности, Й. Смагоринский в 1963 г. предложил выражать турбулентную 
вязкость через модуль15 тензора скоростей деформаций (rate-of-strain ten-
sor), вычисленных для осреднённого поля [38]: 

 2
t ml Sµ = ρ , (94) 

где 

 2 ij jiS S S= ,   
1

2
ji

ij
j i

uu
S

x x

 ∂∂= +  ∂ ∂ 
. (95) 

Альтернативный подход заключается в использовании модуля тен-
зора скоростей вращения (rate-of-rotation tensor): 

 2
t mlµ = ρ Ω , (96) 

где 

 2 ij ijΩ = Ω Ω ,   
1

2
ji

ij
j i

uu

x x

 ∂∂Ω = −  ∂ ∂ 
. (97) 

Формула (96) используется в модели, предложенной Б. Болдуином и 
Х. Ломаксом в 1978 г. [9]. 

Модели Смагоринского (94) и Болдуина–Ломакса (96) неполны, по-
скольку требуется определение длины пути смешения в каждой точке по-
тока. Для некоторых типов практически важных и хорошо изученных те-

                                         
14 Не путать с обозначением волнового числа, используемого для пред-

ставления энергетического спектра турбулентных пульсаций (разделы 1.1 и 
1.2.3). 

15 Модуль тензора связан с его вторым инвариантом (скалярным произве-
дением тензора на самого себя [5]). 
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чений (как правило, в пристеночных областях, а также в струях, следах и 
слоях смешения) величина ml  определяется достаточно достоверно, при-

чём в ряде случаев можно использовать равенство (93). В общем случае 
проблема оценки ml  остаётся открытой. В связи с этим алгебраические мо-

дели, как правило, не рекомендуются для использования в коммерческих 
вычислительных пакетах Ansys Fluent и Ansys CFX16. 

2.2.5.2. Модели с одним уравнением. Модель Спаларта–Аллмареса 

В моделях данного типа рассматривается единственное уравнение 
переноса, записанное либо для кинетической энергии турбулентности, ли-
бо для турбулентной вязкости. В первом случае турбулентная вязкость 
определяется выражением вида 

 constt ml kµ = ⋅ ρ , (98) 

предложенным А.Н. Колмогоровым в 1942 г. и Л. Прандтлем в 1945 г. Ра-
венство (98) следует из соотношения, имеющего структуру выражения для 
вязкости идеального газа: t ml u′µ ∝ ρ . При этом, как и в алгебраических 

моделях, длина пути смешения должна быть определена. Для определения 
кинетической энергии турбулентности k  решается уравнение переноса 
(90) или (91), в которых, однако, требуется определить ε . 

Ранее на основании второй гипотезы Колмогорова был сделан вывод 
о том, что в условиях развитой турбулентности скорость диссипации ки-
нетической энергии ε  не зависит от ν , а определяется только характери-
стиками крупномасштабной турбулентности. В результате получено соот-
ношение (14), из которого следует модельное выражение для ε : 

 
3/2

D
m

k
C

l
ε = . (99) 

С учётом равенства (99) уравнение переноса кинетической энергии 
турбулентности (91) оказывается замкнутым: 

 
3/2

j t
k D

j j k j m

u kk k k
P C

t x x x l

∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρ ∂ ∂ ∂ σ ∂ 
, (100) 

                                         
16 В Ansys CFX 11.0 [7] имеется возможность использовать алгебраиче-

скую модель, в которой для всей расчётной области предполагается одно и то 
же значение турбулентной вязкости. 
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а выражение (98) для турбулентной вязкости принимает вид: 

 
2

t

k
Cµµ = ρ

ε
 (101) 

(формула Колмогорова–Прандтля). Для простых сдвиговых течений зна-
чения tµ , k  и ε  могут быть одновременно измерены, что позволяет оце-

нить численное значение константы Cµ . Другой способ определения ука-

занного численного значения — детальное численное решение задачи с 
разрешением всех пространственных масштабов и частот турбулентных 
пульсаций (прямое численное моделирование). В результате получено 
ставшее общепринятым значение Cµ  = 0,09, которое отражает результаты 

измерений на достаточном удалении от твёрдых поверхностей (присте-
ночные области рассматриваются ниже в разделе 2.3). Установлено также, 
что в развитом турбулентном течении константы DC  и Cµ  связаны соот-

ношением 

 3/4
DC Cµ= , (102) 

в соответствии с которым DC  = 0,164. 

Более современным примером модели турбулентности с одним 
уравнением является модель Спаларта–Аллмареса (SA модель), которая 
была специально разработана для использования в аэрокосмических при-
ложениях. Впоследствии эта модель стала использоваться шире, в частно-
сти — в турбомашиностроении. Оригинальная версия модели была пред-
ложена в работе [39] и приводится, в частности, на сайте [52]. Ниже даётся 
описание версии SA модели, реализованной в Fluent 6.3 [8]. 

В SA модели единственное уравнение переноса сформулировано для 
величины νɶ , которая совпадает с турбулентной вязкостью всюду, кроме 
пристеночных областей: 

          
( ) 2j b

j j j j j

u C
P

t x x x x x ν ν
ν ν

 ∂ρ ν ρ ν + ν∂ρν ∂ ∂ν ρ ∂ν ∂ν+ = + + ρ − ρε  ∂ ∂ ∂ σ ∂ σ ∂ ∂ 

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ
,   (103) 

где Pν  — скорость генерации турбулентной вязкости, а νε  — скорость её 

диссипации. Поскольку в SA модели не определяется кинетическая энер-
гия турбулентности k , в расчёте рейнольдсовых напряжений (75) опуска-
ются члены, содержащие k . 

Турбулентная вязкость вычисляется следующим образом: 
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 1t vfν = νɶ ,   
3

1 3 3
1

v
v

f
C

χ=
χ +

,   
νχ =
ν
ɶ

. (104) 

Производство турбулентной вязкости моделируется слагаемым Pν  

 1bP C Sν = νɶ ɶ ,   
( ) 22 vS f

d

ν= Ω +
κ
ɶɶ ,   2

1

1
1v

v

f
f

χ= −
+ χ

, (105) 

где d — расстояние до ближайшей твёрдой поверхности. Для того чтобы 
учесть генерацию турбулентности не только за счёт завихрённости Ω , но 

и за счёт сдвиговых деформаций поля скорости используется модифика-
ция равенства (105): 

 ( )min 0,prodC SΩ ← Ω + − Ω ,   prodC  = 2,0, (106) 

предложенная в [13]. Модификация (106) позволяет избежать избыточных 
значений турбулентной вязкости, иногда наблюдаемых при использовании 
соотношения (105), например, у оси вихревого течения, где эксперименты 
показывают подавление турбулентности из-за вращения жидкости. Дисси-
пация турбулентности νε  моделируется следующим образом: 

 
2

1w wC f
dν
ν ε =  
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ɶ
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ɶ
, (107) 

где Sɶ  определяется вторым равенством (105). 

Модельные константы принимают следующие значения: κ  = 0,4187, 

1bC  = 0,1355, 2bC  = 0,622, νσ  = 2/3, 1vC  = 7,1, ( )2
1 1 21w b bC C C ν= κ + + σ ɶ , 

2wC  = 0,3, 3wC  = 2,0. Окно параметров SA модели в Ansys Fluent 6.3 пока-

зано на рис. 17. 

Оригинальная версия модели [39] содержит дополнительные (не 

учтённые в документации Fluent 6.3 [8]) слагаемые, корректирующие Pν  и  

νε , а также дополнительный член (trip term) в правой части уравнения пе-

реноса (103). Указанный trip term позволяет задать положение точки, в ко-

торой активируется переход к турбулентному состоянию пограничного 
слоя, если в набегающем потоке задано достаточно малое значение νɶ . 
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Рис. 17. Окно параметров модели Спаларта-
Аллмареса в Ansys Fluent 6.3 (Define/ Mod-
els/Viscous…) 

 
 
SA модель является низкорейнольдсовой и применяется во всей рас-

чётной области, в том числе вблизи твёрдых стенок, на поверхностях ко-
торых в качестве граничного условия полагают νɶ  = 0. В этом случае вбли-
зи твёрдых поверхностей требуется такая расчётная сетка, которая обеспе-
чивает достаточно большое число элементов внутри пограничного слоя, в 
том числе — внутри вязкого подслоя. Однако в Ansys Fluent 6.3 [8] преду-
смотрено использование пристеночных функций, если разрешающая спо-
собность сетки в пристеночной области недостаточно велика (подробнее 
см. в разделе 2.3.1.1). 

SA модель оказывается экономичной и достаточно точной для рас-
чётов безотрывного обтекания и для течений с не очень большими зонами 
отрыва. В то же время, точность модели не гарантирована для течений с 
большими зонами отрыва, свободных сдвиговых течений и затухающей 
турбулентности [8]. 

Отметим, что ещё одна модель турбулентности с единственным 
уравнением переноса, записанным для турбулентной вязкости, предложе-
на Ментером [29] и включена в Ansys CFX 11 [7]. 

2.2.5.3. Модели с двумя уравнениями. Стандартная k–ε модель 

Напомним, что модели с одним уравнением переноса кинетической 
энергии турбулентности не являются полными, если не определена длина 
пути смешения. Несмотря на то, что для некоторых типов течений оказа-
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лось, что длина пути смешения может быть определена через расстояние 
до ближайшей твёрдой поверхности (93), требуется более универсальный 
подход для замыкания модели17. В качестве такого универсального подхо-
да для определения недостающей переменной в каждой точке простран-
ства Харлоу и Накаяма в 1968 г. [19] предложили использовать уравнение 
переноса для скорости диссипации кинетической энергии турбулентности 
ε . Формулировка так называемой k–ε модели, удобная для численных рас-
чётов, получила широкое распространение после публикации в 1972 г. 
книги Б. Лаундера и Б. Сполдинга [24]. 

Следует иметь в виду, что одновременное использование двух урав-
нений переноса для турбулентных характеристик порождает целый класс 
моделей. Это связано с тем, что возможны разные комбинации указанных 
характеристик: кинетическая энергия турбулентности k  и скорость её 
диссипации ε  (k–ε модель), обратное время распада вихрей kω = ε  (k–ω 

модель), интегральный масштаб 3/2
tl k∝ ε  или турбулентная (вихревая) 

вязкость 2
t kν ∝ ε . Использование двух независимых переменных решает 

проблему расчёта турбулентной вязкости, которая как раз и зависит от 
двух переменных (см. формулы (101) и (98)). 

Наиболее распространённой моделью данного класса является k–ε 
модель. В ней для расчёта турбулентной вязкости используется формула 
Колмогорова–Прандтля (101), а для k  и ε  решают уравнения переноса. 
Уравнение для k  дано формулами (90) или (91), которые получены из 
уравнений Навье–Стокса и Рейнольдса с небольшим числом допущений 
(гипотеза турбулентной вязкости и моделирование слагаемого, описыва-
ющего турбулентную диффузию). Уравнение переноса для ε  также было 
получено теоретически (Б.И. Давыдов, 1961 г.), но для его замыкания тре-
буется гораздо больше упрощающих допущений и гипотез. В результате 
оказывается целесообразным рассматривать ε  как поток энергии от круп-
ных энергонесущих вихрей к более мелким, возникающий в каскадном 
процессе дробления вихрей, нечувствительном к молекулярной вязкости 
среды (вторая гипотеза Колмогорова). С учётом такой интерпретации 
предложено модельное уравнение, приближённо описывающее эволюцию 
ε  в турбулентном потоке: 

                                         
17 Отметим, что замыкание в SA модели, в которой используется един-

ственное уравнение переноса для турбулентной вязкости, также использует рас-
стояние до ближайшей твёрдой поверхности. 
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.    (108) 

Структура уравнения (108) указывает на используемые допущения: гради-
ентная диффузия, механизм генерации ε , идентичный соответствующему 
механизму для k , моделирование диссипации ε  как релаксации к асимп-
тотическому нулевому значению с характерным временем t kτ = ε . 

 
 

 
Рис. 18. Окно параметров стандартной k–ε модели 
в Ansys Fluent 6.3 (Define/Models/Viscous…) 

 
 
Для k–ε модели сформировался стандартный рекомендуемый набор 

эмпирических констант, который обычно принимается по умолчанию в 
коммерческих вычислительных пакетах [8, 7] (рис. 18): Cµ  = 0,09, 

1Cε  = 1,44, 2Cε  = 1,92, kσ  = 1,0, εσ  = 1,3, Prt  = Sct  = 0,7 (аналогично числам 

kσ  и εσ  число Прандтля Prt  входит в диффузионное слагаемое уравнения 
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переноса энергии, а число Шмидта Sct  — в такое же слагаемое уравнения 

переноса компонентов в смеси; эти уравнения в данном пособии не рас-
сматриваются). 

Стандартная версия k–ε модели позволяет рассчитать некоторые 
турбулентные течения с точностью, достаточной для многих инженерных 
расчётов. Однако существуют определённые типы течений, где k–ε модель 
приводит к большим ошибкам: закрученные потоки, течения с большими 
неблагоприятными (способствующими отрыву) градиентами давления, те-
чения с большими зонами отрыва, осесимметричные струи и некоторые 
другие. Напомним, что стандартная k–ε модель имеет теоретическое обос-
нование только для полностью развитой турбулентности, поэтому в при-
стеночных узлах используются пристеночные функции (раздел. 2.3.1.1). 

2.2.5.4. RNG k–ε модель 

Данная версия k–ε модели получена на основе теоретического ана-
лиза уравнений Навье–Стокса (Renormalization Group (RNG) Method), с 
чем и связано название модели. Структура уравнений переноса для кине-
тической энергии турбулентности k и скорости её диссипации ε аналогич-
на, но в записи источниковых членов и формулы для турбулентной вязко-
сти есть различия. Опыт применения данной модели показал улучшенное 
(по сравнению со стандартной версией k–ε модели) согласование расчёт-
ных и экспериментальных данных для некоторых типов течений, в частно-
сти при относительно малых числах Рейнольдса, большой кривизне линий 
тока и в областях больших деформаций поля скорости. Уравнения перено-
са турбулентных характеристик имеют вид: 

 ( )j
k t k

j j j

u kk k
P

t x x x

 ∂ρ∂ρ ∂ ∂+ = α µ + µ + ρ − ρε  ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (109) 

j

j

u

t x

∂ρ ε∂ρε + =
∂ ∂

 

        ( ) ( )3 2
0

1 2 3

1

1t k
j j

C P C C
x x k kε ε ε µ

   η − η η∂ ∂ε ε ε= α µ + µ + ρ − + ρ    ∂ ∂ + βη  
, (110) 

где 1Cε  = 1,42, 2Cε  = 1,68. Окно параметров RNG k–ε модели в Ansys Flu-

ent 6.3 показано на рис. 19, а. 
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а)       б) 

Рис. 19. Окна параметров RNG k–ε модели (а) и модели k–ε realizable (б) в Ansys 
Fluent 6.3 (Define/Models/Viscous…) 

 
 
В пределе больших чисел Рейнольдса турбулентная вязкость tµ  

определяется формулой Колмогорова–Прандтля (101), где рекомендуемое 
значение константы Cµ  равно 0,0845. В случае малых чисел Рейнольдса 

(это важно для пристеночных течений) для определения tµ  используется 

специальное дифференциальное уравнение (Differential Viscosity Model, 
рис. 19, а), решение которого даёт зависимость tµ  от k  и ε . Ansys Fluent 

предлагает возможность использования дополнительного множителя в 
правой части (101) для учёта влияния закрутки потока (если она имеется) 
на турбулентную вязкость (Swirl Dominated Flow, рис. 19, а). Числа kα  и 

εα  играют роль обратных чисел Прандтля, и в пределе больших чисел 

Рейнольдса рекомендуемые значения равны kα  = εα  = 1,393. При умерен-

ных числах Рейнольдса для определения kα  и εα  решается специальное 

трансцендентное уравнение (см., например, [8]). Скорость генерации ки-
нетической энергии турбулентности kP  определяется равенством (88). 

В уравнении (110), что в отличие от (108), вместо константы 2Cε  ис-

пользуется функция: 
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( )3

0
2 2 3

1

1
C C Cε ε µ

η − η η
← + ρ

+ βη
,     (111) 

где S kη = ε , 0η  = 4,38, β  = 0,012. Соотношение (111) показывает, что в 

областях с большой скоростью деформации осреднённого поля скорости 

(т. е. там, где 0η > η  или 4,38S k> ε ) скорость убыли величины ε  (по-

следнее слагаемое в правой части (110)) уменьшается по сравнению со 
стандартной версией k–ε модели. Это приводит к большим значениям ε  и 
меньшим значениям k  и tµ . Этим объясняется то, что модель RNG лучше 

описывает некоторые течения с большой кривизной линий тока, чем стан-
дартная k–ε модель. 

Уравнения RNG k–ε модели могут применяться в пограничном слое 
вплоть до поверхностей стенок, при условии соответствующего измельче-
ния сетки в вязком подслое. Если сетка в этой области недостаточно по-
дробна, активируется один из видов пристеночных функций, перечислен-
ных на рис. 19, а. 

2.2.5.5. Модели k–ω и SST (модель сдвиговых напряжений Ментера) 

Опыт расчётов отрывных турбулентных течений за плохообтекае-
мыми телами показал, что модели на основе уравнения для скорости дис-
сипации ε предсказывают начало отрыва потока значительно ниже по те-
чению, чем это наблюдается в экспериментах, причём расчётный размер 
рециркуляционной зоны и интенсивность движения в ней оказываются за-
ниженными. В то же время оказалось, что другой класс моделей, где вме-
сто уравнения переноса для ε используется уравнение для kω = ε  (turbu-

lence frequency — величина, обратная времени жизни крупных вихрей (8)), 
приводит к лучшему согласию с экспериментом на данном классе течений, 
если зона отрыва невелика. Так называемая k–ω модель развивалась в ра-
ботах Д. Вилкокса [50] и легла в основу комбинированной модели сдвиго-
вых напряжений (shear stress transport), созданной позднее Ф. Ментером 
[28] и объединяющей k–ω и k–ε модели. В цели данного пособия не входит 
обоснование уравнений SST-модели и демонстрация её преимуществ, по-
скольку этому посвящена специальная литература (см., например, [30]). 
Здесь приводится лишь перечень уравнений, используемых в вычисли-
тельных пакетах Ansys CFX и Ansys Fluent. 
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SST модель основана на линейной комбинации k–ω модели Вилкок-
са в приповерхностных областях и k–ε модели вдали от поверхностей [28]. 
Поэтому прежде, чем привести уравнения SST модели, дадим уравнения 
переноса турбулентных характеристик для «базовых» моделей. Уравнения 
k–ω модели имеют вид: 

 
1

j t
k

j j k j

kuk k
P C k

t x x x µ

 ∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρ ω   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
,     (112) 

 2
1 1

1

j t
k

j j j

u
P

t x x x kω

 ∂ρω  ∂ρω ∂ µ ∂ω ω+ = µ + + α ρ − ρβ ω   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
.  (113) 

Уравнения (91) и (108) k–ε модели записываются так, чтобы использовать 
ω вместо ε: 

 
2

j t
k

j j k j

kuk k
P C k

t x x x µ

 ∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρ ω   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
,     (114) 
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t x x xω

 ∂ρω  ∂ρω ∂ µ ∂ω+ = µ + +   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
 

                            2
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2

1
2 k

j j

k
P

x x kω

∂ ∂ω ω+ ρ + α ρ − ρβ ω
σ ω ∂ ∂

. (115) 

Турбулентная вязкость определяется равенством 

 t

kµ = ρ
ω

.     (116) 

Видно, что по своей структуре уравнения (113) и (115) аналогичны, 
за исключением второго слагаемого в правой части (115). Считается, что 
k–ω модель лучше приспособлена к описанию пристеночных течений в 
пограничных слоях. Однако оказалось, что в свободных течениях вдали от 
твёрдых поверхностей (например, в набегающем потоке) возникает про-
блема задания численного значения ω на границах, где поток входит в 
расчётную область. Проблема заключается в том, что решение существен-
но зависит от указанного значения ω, и, в отличие от ε, значение ω нельзя 
устремить к нулю. 

Для того чтобы активировать каждую из перечисленных моделей в 
своей области течения, на основе уравнений (112)–(115) формулируется 
комбинированная k–ω модель: 
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k

j j k j

kuk k
P C k

t x x x µ

 ∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρ ω   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
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k
F P

x x kω

∂ ∂ω ω+ − ρ + α ρ − ρβ ω
σ ω ∂ ∂

,     (118) 

причём коэффициенты 3kσ , 3ωσ , 3α  и 3β  вычисляются как 

( )3 1 1 1 21F FΦ = Φ + − Φ , где 1Φ  и 2Φ  — коэффициенты k–ω и k–ε модели со-

ответственно18. В Ansys CFX 11.0 [7] используются следующие численные 

значения: 0.09Cµ = , 1 5 9α = , 2 0.44α = , 1 0.075β = , 2 0.0828β = , 1 2kσ = , 

2 1kσ = , 1 2ωσ = , 2 1 0.856ωσ = . Таким образом, вклад уравнений k–ω и k–ε 

модели определяется значением функции-переключателя (blending 

function) 1F . 

В SST модель внесены дополнительные модификации. В частности, 

генерация кинетической энергии ограничена сверху величиной 10C kµρ ω : 

 ( )2
min ,   10k tP S C kµρ = µ ρ ω .     (119) 

Предложены модификации SST модели, в которых в (119) вместо 
2

S  ре-

комендовано использовать S Ω , где Ω  — модуль тензора скоростей 

вращения (97). Кроме того, турбулентная вязкость в SST модели вычисля-

ется с учётом локального значения скорости деформации поля скорости 

 ( )
1

1 2max ,
t

a k

a S F
µ = ρ

ω
,     (120) 

                                         
18 Отметим, что в документации Ansys Fluent [8] приводится иной способ 

расчёта коэффициентов 3kσ  и 3ωσ  комбинированной модели: 

( ) 1
21

1
11

1
3 1 −−− Φ−+Φ=Φ FF . 
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где S  вычисляется по формулам (95), и 2F  — вторая функция-

переключатель19. Формула (120) допускает два предельных случая. В пер-

вом турбулентная вязкость становится равной ( )1 2t a k S Fµ = ρ , что (с 

точностью до множителя 2F ) соответствует так называемой гипотезе 

Бредшоу [28], в соответствии с которой турбулентное сдвиговое напряже-

ние равно 1t S a kτ = µ = ρ . Данная гипотеза применима к пограничному 

слою, где 2 1S F a> ω . В свободном сдвиговом слое 2 1S F a< ω, и реализует-

ся второй предельный случай, когда t kµ = ρ ω , что соответствует формуле 

(116). 
Отметим, что в литературе представлена версия SST модели, в кото-

рой при вычислении турбулентной вязкости (120) вместо модуля тензора 

скоростей деформации S  используется модуль тензора скоростей враще-

ния Ω , вычисляемый по формулам (97). 

Функции-переключатели формулируются таким образом, чтобы 
определить, находится ли рассматриваемая точка внутри приповерхност-
ного пограничного слоя или вне его. В SST модели, реализованной в CFX 
[7], функции 1F  и 2F  вычисляются с учётом расстояния до обтекаемой по-

верхности и локальных характеристик течения: 

( )4
1 1th argF = , 1 2 2

,2

500 4
arg min max , ,  

k k

C y y D y+
µ ω ω

  µ ρ=     ω ρ ω σ  
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max ,  10

j j

k
D

x x
+ −
ω

ω

 ρ ∂ ∂ω=   σ ω ∂ ∂ 
     (121) 

и 

 ( )2
22 argth=F , 2 2

500
arg max 2 ,  

k

C y yµ

 µ=   ω ρ ω 
.     (122) 

В результате, функции 1F  и 2F  принимают следующие предельные значе-

ния: 

                                         
19 В Ansys Fluent 6.3 предусмотрена дополнительная поправка для подав-

ления турбулентной вязкости в областях с малым значением турбулентного 
числа Рейнольдса νω= ktRe  [8]. 
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1

вдали от поверхностей модель

внутри пограничного слоя у поверхностей модель

 0,  ,                                    

1,  ,  

k
F

k

− ε
=  − ω

, 

         2

0,  комбинация и моделей

 1,  SST модель

,    

                                     

k k
F

− ε − ω= 


.     (123) 

Зона резкого изменения функции 2F  располагается на внешней границе 

пограничного слоя, т.е. дальше от твёрдой стенки, чем зона резкого изме-
нения 1F  [28]. 

 
 

 
                                а)          б) 

Рис. 20. Окна параметров k–ω модели в Ansys Fluent 6.3 (Define/Models/ 
Viscous…): а) — стандартная k–ω модель; б) — SST модель 

 
 
В Ansys Fluent 6.3 стандартная k–ω модель и SST модель активиру-

ются, как показано на рис. 20. Ещё раз отметим, что в SST модели первая 
функция-переключатель осуществляет выбор между k–ω (вблизи поверх-
ностей) и k–ε (вдали от поверхностей) моделями, а вторая активирует 
ограничитель в формуле для турбулентной вязкости. Уравнения k–ω моде-
ли применимы в пограничном слое вплоть до поверхности стенки, что 
требует разрешения вязкого подслоя. Вместе с этим, поскольку ω → ∞  
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при 0y → , для расчёта значения ω  на поверхности стенки используется 

специальный алгоритм [8]. 
SST модель хорошо зарекомендовала себя в расчётах отрывных те-

чений с небольшой зоной отрыва. 

2.2.5.6. Другие модели на основе турбулентной вязкости 

Ansys Fluent 6.3 и Ansys CFX 11 предлагают ещё несколько моделей 
турбулентности на основе концепции турбулентной вязкости. К ним, в 

частности, относятся так называемые k–ε realizable model, 2v – f  модель и 

нелинейные модели турбулентной вязкости. Приведём краткое изложение 
основных идей, использованных при построении этих моделей, и отметим 
те типы течений, для которых можно ожидать наиболее точных результа-
тов при использовании перечисленных моделей. 

Модель k–ε realizable (рис. 19, б). Данная модель предложена в рабо-
те [36] и преследует две цели. Во-первых, предлагается более обоснован-
ная формулировка уравнения переноса скорости диссипации, полученная 
из уравнения переноса средней завихрённости. Во вторых, устраняется 

возможность получения отрицательных значений для 2
ju′  при больших 

деформациях поля средней скорости. В самом деле, из равенства (75) сле-

дует, что в несжимаемой жидкости 2 2 2 3j t j ju u x k′−ρ = µ ∂ ∂ − . Значит, при 
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ε ∂
     (124) 

величина 2
ju′  становится отрицательной, что противоречит её физическому 

смыслу (при выводе соотношения (124) использовано равенство (101)). 
Этого можно избежать, если сделать величину Cµ  зависящей от степени 

деформации поля скорости и характеристик турбулентности (k и ε). В ре-
зультате рассматриваемая модель использует то же уравнение переноса 
кинетической энергии (91), что и стандартная k–ε модель. Отличие содер-
жится в модифицированном уравнении переноса скорости диссипации и в 
зависимости Cµ  от параметров потока. 

Оказалось, что эта модель турбулентности описывает некоторые ви-
ды течений лучше, чем стандартная версия. Прежде всего, следует отме-
тить осесимметричную затопленную струю, расчёт которой по стандарт-
ной модели даёт существенно больший угол раскрытия, чем наблюдается 
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в экспериментах. Использование рассматриваемой модели рекомендуется 
для течений с большой кривизной линий тока и закруткой течения [8]. 

2v f−  модель турбулентности вместо кинетической энергии k  ис-

пользует средний квадрат флуктуации скорости 2v  по нормали к линии 

тока. Эта величина пропорциональна k  вдали от стенок, а вблизи них 2v  
представляет среднеквадратичную флуктуацию скорости по нормали к по-
верхности, независимо от ориентации этой поверхности. Тем самым, мо-
дель приближённо учитывает анизотропию пристеночной турбулентности. 

Уравнение переноса 2v  содержит в качестве источника произведение kf , 

где поле f  определяется из решения специального эллиптического урав-

нения, что позволяет учесть нелокальное влияние всех твёрдых поверхно-
стей, омываемых потоком. Уравнения модели приведены, например, в ра-
боте [10]. 

Нелинейные модели турбулентной вязкости. Идея для разработки 
данного класса моделей заключается в обобщении линейного соотноше-
ния (74) между анизотропной частью тензора рейнольдсовых напряжений 

и тензором скоростей деформации ijS  осреднённого поля скорости. Вме-

сто (74) и выражения для турбулентной вязкости (101) предлагается ис-
пользовать соотношение вида: 

 ( )2
, , ,

3j i ij ij iju u k k S ′ ′−ρ − δ = Φ ε Ω 
 

,     (125) 

нелинейное относительно ijS  и ijΩ  (подробнее см., например, в [34, 50]). 

Нелинейные модели турбулентной вязкости иногда позволяют вос-
произвести такие детали течений, которые не описываются традиционны-
ми моделями турбулентной вязкости. Однако в инженерной практике мо-
дели данного класса используются редко, и в состав Ansys Fluent и Ansys 
CFX к настоящему времени не включены. 

2.2.6. Модели рейнольдсовых напряжений (RSM) 

Модели рейнольдсовых напряжений (Reynolds Stress Models, RSM) 
не используют гипотезу турбулентной вязкости (75). Вместо этого данный 
класс моделей предполагает решение отдельного уравнения переноса для 

каждого компонента тензора рейнольдсовых напряжений i ju u′ ′  и уравнения 

переноса для скорости диссипации кинетической энергии турбулентности 
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ε . Тем самым, открывается возможность учёта анизотропности турбу-
лентных пульсаций, что существенно расширяет потенциальную область 
применимости моделей данного класса, в том числе для течений с боль-
шой кривизной линий тока, закруткой потока, большой деформацией поля 
скорости. С учётом симметрии тензора рейнольдсовых напряжений, 
должны быть рассмотрены шесть уравнений переноса для разных компо-

нент i ju u′ ′  в трёхмерном пространстве. 

Главная проблема при использовании моделей RSM заключается в 
достоверности приближённого моделирования многочисленных незамкну-

тых корреляций, возникающих при выводе уравнений переноса для i ju u′ ′ . 

Дополнительные трудности возникают и при постановке граничных усло-
вий вблизи твёрдых поверхностей. Детальное рассмотрение моделей рей-
нольдсовых напряжений выходит за рамки данного пособия и требует 
изучения специальной литературы (см., например, [34, 50]). Здесь приве-
дём лишь обзор моделей RSM, включённых в текущие версии пакетов An-
sys Fluent [8] и Ansys CFX [7]. 

В Ansys CFX 11, в частности, включены три варианта моделей RSM, 
названные по первым буквам имён их авторов: LRR–IP, LRR–QI и SSG. 
Модели LRR–IP, LRR–QI предложены в работе [25], а модель SSG — в 
работе [42]. Указанные модели отличаются способом аппроксимации кор-
реляций пульсаций давления и скорости (pressure-rate-of-strain-tensor), но 
во всех трёх моделях используется уравнение переноса ε. Кроме того, в 
Ansys CFX 11 имеется возможность активировать две модели RSM, ис-
пользующие уравнения переноса для ω, а не для ε (указанные модели RSM 
содержат уравнения переноса (113) и (118) соответственно). Ansys 
Fluent 6.3 также предоставляет выбор из трёх моделей RSM (рис. 21). 

Модели рейнольдсовых напряжений могут быть упрощены, если в 
уравнениях переноса производные, описывающие транспорт соответству-
ющих напряжений, аппроксимируются алгебраическими соотношениями. 
В результате сами рейнольдсовы напряжения оказываются (неявно и не-
линейно) выраженными через k , ε  и градиенты средней скорости. Моде-
ли данного класса называют алгебраическими моделями рейнольдсовых 
напряжений (Algebraic Stress Model, ASM). Модели ASM можно рассмат-
ривать как обобщение линейных моделей турбулентной вязкости, по-
скольку коэффициенты (например, Cµ ), которые считаются постоянными 

в линейных моделях, в моделях ASM зависят от скорости генерации кине-
тической kP  и скорости диссипации ε . 
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Рис. 21. Окно параметров моделей 
рейнольдсовых напряжений в Ansys 
Fluent 6.3 (Define/Models/Viscous…) 

 
 
Важным подклассом моделей ASM являются так называемые явные 

модели (Explicit Algebraic Reynolds Stress Model, EARSM), описание кото-
рых выходит за рамки данного пособия и может быть найдено в ориги-
нальной работе [48]. 

2.2.7. Моделирование крупных вихрей (LES) 

Моделирование крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) по-
степенно становится всё более популярной методикой расчёта турбулент-
ных течений не только в исследовательской, но и инженерной практике. В 
качестве исторической справки отметим, что данный подход был предло-
жен в шестидесятых годах двадцатого века в работах Й. Смагоринского 
(J. Smagorinsky), Д. Лилли (D.K. Lilly) и Дж. Дидорфа (J.W. Deardorff). В 
начале семидесятых годов А. Леонард (A. Leonard) ввёл понятие про-
странственного фильтрования, разделяющего разрешённые и неразрешён-
ные масштабы, а в начале девяностых в работах М. Германо (M. Germano) 
была разработана методика динамического моделирования диссипации 
кинетической энергии турбулентности на пространственных масштабах 
меньше размера фильтра. Таким образом, развитие и обоснование LES и 
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моделирования турбулентности на основе осреднения по Рейнольдсу 
(RANS) протекало одновременно. 

Однако доступные к тому времени вычислительные ресурсы, будучи 
приемлемыми для RANS, оказались недостаточными для LES, что, по-
видимому, и было причиной некоторого ослабления внимания к LES в 
восьмидесятых годах прошлого века. В девяностых годах метод LES стал 
применяться шире, в первую очередь при решении исследовательских за-
дач. С начала текущего столетия продолжающийся рост вычислительных 
мощностей и возникшая тенденция массового создания и использования 
высокопроизводительных многопроцессорных систем привели к посте-
пенному внедрению LES не только в исследовательские работы, но и в 
инженерную практику. 

Вычислительная стратегия LES сильно отличается от использования 
осреднения по Рейнольдсу (RANS). Вместо решений осреднённых уравне-
ний, которые носят детерминированный характер, здесь получают суще-
ственно нестационарные решения, представляющие случайный процесс. В 
методе LES ставится цель численно воспроизвести наиболее крупные вих-
ревый структуры, соответствующие длинноволновой части инерционного 
интервала энергетического спектра (раздел 1.1). Поэтому случайный ха-
рактер численного решения обусловлен природой флуктуаций в турбу-
лентном потоке. В отличие от прямого численного моделирования, корот-
коволновая (высокочастотная) часть спектра не воспроизводится, а её вли-
яние учитывается с помощью приближённых моделей так называемой 
подсеточной вязкости (SubGrid-Scale (SGS) viscosity). В соответствии с 
гипотезами Колмогорова, маломасштабные турбулентные флуктуации яв-
ляются пространственно изотропными и статистически универсальными. 
Другими словами, динамика мелких (подсеточных) вихрей не зависит от 
геометрии потока и особенностей образования крупных вихревых струк-
тур. Это упрощает задачу создания универсальной модели подсеточной 
вязкости. Кроме того, как будет показано ниже, повышение разрешающей 
способности расчётного алгоритма (прежде всего за счёт уменьшения раз-
меров ячеек сетки, но также и в случае повышения точности аппроксима-
ции дифференциальных уравнений алгебраическими) приводит к умень-
шению вклада подсеточной турбулентности и расширению спектра коле-
баний, разрешённых явным образом. Это снижает требования к подсеточ-
ным моделям. 

Перейдём к теоретическому обоснованию метода. Векторное поле 
скорости ( ),tu x

� �
 ( ( )1 2 3, ,u u u=u
�

, ( )1 2 3, ,x x x=x
�

) в турбулентном потоке опи-
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сывается решением системы уравнений Навье–Стокса (48), (49). Точное 
решение задачи изменяется случайным образом во времени и в простран-
стве, причём спектр осцилляций очень широк. Коротковолновые осцилля-
ции решения соответствуют мелким вихрям; ниже некоторой длины вол-
ны они не могут быть явно разрешены на расчётной сетке с данным раз-
мером ячеек. В связи с этим вводится понятие «фильтрования» решения, 
т. е. осреднение точного решения по области пространства, размер кото-
рой имеет порядок наименьшей разрешимой длины волны. Математически 
такое осреднение принимает вид интегрирования по объёму: 

 ( ) ( ) ( ), , ,t G t d= −∫u x r x u x r r
� � �� � � � �

,     (126) 

где ( ),G r x
� �

 — весовая функция, называемая фильтром. Соотношение (126) 

применяется в случае постоянной плотности. Если плотность является пе-
ременной, то имеет место соотношение, аналогичное осреднению по 
Фавру: 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t G t t dρ = ρ − −∫u x r x x r u x r r
� � � �� � � � � �ɶ ,     (127) 

Для фильтра ( ),G r x
� �

, прежде всего, выполняется условие нормировки: 

 ( ), 1G d =∫ r x r
� ��

.     (128) 

Кроме того, функция ( ),G r x
� �

 должна стремиться к нулю вдали от точки 

=r x
� �

, в окрестности которой выполняется осреднение, и заметно отли-
чаться от нуля только внутри указанной окрестности. Этим требованиям 
удовлетворяют, например, ступенчатая П-образная функция или функция 
Гаусса. В качестве примера приведём соответствующие одномерные 
фильтры: 

 ( ) 1 ,    2
,

0,    2

x r x x
G r x

r x x

 ∆ − < ∆
=  − > ∆

   (129) 

и 

 ( )
1/2 2

2 2

6 6
, exp

r
G r x

  = −  π∆ ∆   
,   (130) 

где ∆  — ширина фильтра. 
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Ширина фильтра определяется одним из двух способов. Первым из 
них является явное и априорное задание численного значения ∆  (явное 
фильтрование, explicit filtering). Турбулентные вихри с размером меньше 
∆  не разрешаются отфильтрованными уравнениями. Размер явно задан-
ной ширины фильтра не может быть меньше характерного размера ячейки 
сетки. 

Второй способ — неявное фильтрование (implicit filtering) — связан 
с тем, что замена локального значения скорости ( ),tu x

� �
 на осреднённое по 

объёму значение происходит при дискретизации уравнений Навье–Стокса 
с помощью метода конечных объёмов: 

 ( ) ( )1
, ,

V
t t d

V ∆
= −

∆ ∫u x u x r r
� �� � � �

,     (131) 

где V∆  — объём сеточной ячейки, для декартовой сетки равный 

x y zV∆ = ∆ ∆ ∆ . Сравнение (131) с (126) показывает, что при неявном филь-

тровании функция фильтра ( ),G r x
� �

 оказывается П-образной, а её ширина 

непосредственно связана с характерным размером ячеек сетки. Благодаря 
этому численно разрешаются вихревые структуры, минимально возмож-
ные для данной расчётной сетки и данного метода аппроксимации уравне-
ний переноса. Именно такой способ неявного фильтрования подразумева-
ется в большинстве практических расчётов методом LES. 

Аналогично разложению Рейнольдса (57), точное решение ( ),tu x
� �

 

может быть представлено в виде суммы отфильтрованного (filtered) ( ),tu x
� �

 

и остаточного (residual) ( ),t′u x
� �

 полей: 

 ( ) ( ) ( ), , ,t t t′= +u x u x u x
� � � � � �

,     (132) 

однако, в отличие от (58), повторное фильтрование изменит результат: 

 ( ) ( ), ,t t≠u x u x
� � � �

     (133) 

или, что эквивалентно, отфильтрованная невязка не равна нулю: 

 ( ), 0t′ ≠u x
� �

.     (134) 

Можно показать, что порядок фильтрования и дифференцирования 
по времени можно менять: 

 
( ) ( ), ,t t

t t

∂ ∂
=

∂ ∂
u x u x
� � � �

.     (135) 
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В то же время, поскольку 

 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,

,
j j j

t t G
u t d

x x x

∂ ∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∂∫
u x u x r x

x r r
�� � � � �

� ��
,     (136) 

порядок фильтрования и дифференцирования по координатам, строго го-
воря, можно менять, только если форма и ширина фильтра не зависят от 
координат. Ожидаемый результат фильтрования показан на рис. 22, а. 

 
 

  
                     а)            б) 

Рис. 22. Фильтрование функции ( )xu : а) — исходная функция ( )xu , отфильтро-

ванная функция ( )xu , остаточное поле ( )xu′ , отфильтрованная невязка ( )xu′ ;  
б) — энергетический спектр исходной и отфильтрованной функции (число  
Рейнольдса, построенное по тейлоровскому масштабу, Re kλ = λ ν 10Ret=  =  

= 500, фильтр — функция Гаусса с 6tl=∆ , lπ=κ 2 , ∆π=κ 2c ) [34] 

 
 
Фильтрование приводит к «обрезке» коротковолновой (высокоча-

стотной) части энергетического спектра колебаний ( )E κ  (см. раздел 1.1) 

при сохранении длинноволновой части (рис. 22, б). Очевидно, чем меньше 
ширина фильтра (при неявном фильтровании — размер ячеек сетки), тем 
большая часть кинетической энергии турбулентности воспроизводится 
отфильтрованной функцией. В книге [34] предлагается считать, что для 
корректного применения метода LES в численных расчётах указанная до-
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ля энергии должна превышать 80%. Отсюда следует, что отсечка спектра в 
результате фильтрования должна иметь место на ниспадающем участке 

( )E κ , т. е. на инерционном интервале. 

Таким образом, вместо процедуры осреднения по времени (57) или 
по состояниям (20), применяемым в методе RANS, в методе LES применя-
ется осреднение по малой окрестности в пространстве. Принципиальное 
отличие двух подходов заключается в том, что в случае RANS осреднение 
охватывает весь спектр турбулентных пульсаций, а в случае LES — только 
его коротковолновую часть, включая часть инерционного интервала. Не-
явной формой фильтрования является также интегрирование по контроль-
ному объёму при построении дискретного аналога уравнений переноса. 
Этот эффект будет обсуждаться особо в разделе 2.2.7.4. 

Что касается процедуры осреднения (фильтрования) уравнений На-
вье–Стокса, то в методах URANS и LES она выполняется аналогично. В 
результате применения операции фильтрования (126) к уравнению нераз-
рывности для несжимаемой жидкости (51) получим: 

 0j

j

u

x

∂
=

∂
,   0j

j

u

x

′∂
=

∂
.     (138) 

В случае переменной плотности фильтрование уравнения неразрыв-
ности (48) выполняется с использованием равенства (127), что приводит к 
отфильтрованному уравнению 

 0j

j

u

t x

∂ρ∂ρ + =
∂ ∂

ɶ
.     (139) 

Как и при осреднении по Рейнольдсу, нелинейное конвективное сла-
гаемое в уравнении движения порождает тензор остаточных напряжений 

(residual stress tensor) r
ij j i j iu u u uτ = − , аналогичный напряжениям Рейнольд-

са (72): 

 ( ) r
j i j i j i j i j i iju u u u u u u u u u= + − ≡ + τ .     (140) 

Величина 

 
1
2

r r
jjk = τ      (141) 

называется остаточной кинетической энергией. Как и прежде (см. раздел 
2.2.2.2), изотропная часть тензора остаточных напряжений суммируется с 



78 

отфильтрованным давлением и образует модифицированное давление 

2 3rp k+ , а анизотропная часть имеет вид: 

 
2

3
r r r
ij ij ija k≡ τ − δ .     (142) 

C учётом проделанных операций отфильтрованные уравнения дви-
жения жидкости с постоянной плотностью и вязкостью (т.е. уравнения 
(54)) примут вид: 

 
21

r
j i iji i

j i j j j

u uu p u

t x x x x x

∂ ∂τ∂ ∂ ∂+ = − + ν −
∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂

.     (143) 

В случае течений с переменной плотностью фильтрование по прави-
лу (127) применяется к уравнению (53), в результате чего получаются сле-
дующие отфильтрованные уравнения: 

         
2

3
j i j ri k i

ij
j i k i j i

u u uu u u
p

t x x x x x x

  ∂ρ ∂ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + µ + µ + − ρτ      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
,    (144) 

где �r
ij j i j iu u u uτ = − ɶ ɶ . 

Видно, что структура отфильтрованных уравнений (144) и (143) 
идентична уравнениям Рейнольдса (68) и (69). Отметим, что указанные 
уравнения получены без использования конкретной формы фильтра и по-
тому справедливы как при явном, так и неявном фильтровании. В рас-
сматриваемом случае также встаёт проблема замыкания, т. е. определения 
остаточных напряжений. Однако следует помнить, что в отличие от 
осреднённых полей отфильтрованные решения описывают случайный, не-
стационарный, трёхмерный процесс, даже если течение статистически 
стационарно20. Ещё одно принципиальное отличие заключается в том, что 
в методе LES значение остаточных напряжений (оно рассматривается в 
последующих разделах) зависит от размера фильтра. Напомним, что в 
случае неявного фильтрования в качестве размера фильтра выступает та 
или иная характеристика размера ячейки сетки. Напротив, в моделях тур-
булентности на основе осреднения по Рейнольдсу используются только 

                                         
20 Под статистической стационарностью понимают постоянство во време-

ни моментов функции распределения случайной величины, в том числе средне-
го значения, дисперсии, корреляций. 
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физические характеристики потока (в том числе, возможно, расстояние до 
твёрдой поверхности). 

В случае явного фильтрования численное решение отфильтрован-
ных уравнений Навье–Стокса (138), (144) неизбежно вносит погрешность 

в решение ( ),tu x
� �

. Поэтому для фактически полученного численного ре-

шения используют термин разрешённое поле (resolved field), имея ввиду 
разрешающую способность и расчётной сетки, и численного метода. В 
случае неявного фильтрования понятия отфильтрованного и разрешённого 
поля совпадают. Разность между точным и разрешённым решением назы-
вают подсеточной флуктуацией. В связи с этим, остаточные напряжения 

r
ijτ  также называют подсеточными (subgrid stress tensor). 

Рассмотрим обмен энергией между отфильтрованным полем скоро-

сти ( ),tu x
� �

 и остаточным полем ( ),t′u x
� �

. По определению, полная кинети-

ческая энергия единицы массы движущейся жидкости равна 2j jE u u= , 

кинетическая энергия отфильтрованного поля скорости составляет 

2j jK u u= , а остаточная кинетическая энергия есть 2r r
jjk = τ . С учётом 

определения остаточных напряжений (140) имеем: 

 
1 1 1
2 2 2

r r
j j j j jjE u u u u K k= = + τ = + .     (145) 

Уравнение переноса кинетической энергии 2j jK u u=  отфильтро-

ванного поля скорости совпадает с уравнением (85), если в качестве рей-

нольдсовых напряжений i ju u′ ′  понимать остаточные напряжения r
ijτ : 

        j

j

u KK

t x

∂∂ + =
∂ ∂

2 2jr r i
i ij i ij ij ij ij

j j
Диссипация

Генерация 
остаточной 
кинетической 
энергии

u p u
u u S S S

x x

  ∂ ∂− τ + − ν − −τ − ν    ∂ ρ ∂    ��������

. (146) 

Кроме того, можно получить и уравнение переноса остаточной ки-

нетической энергии rk , сходное с (86). Слагаемые в правой части уравне-
ний (146) и (85) интерпретируются аналогично. Как и в методе RANS, при 
использовании метода LES размер фильтра (при неявном фильтровании — 
размер ячеек сетки) остаётся существенно больше колмогоровских мас-

штабов, поэтому диссипация энергии 2 ij ijS Sν  непосредственно из отфиль-
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трованного поля оказывается относительно малой. Слагаемое r
ij i ju x−τ ∂ ∂  

показывает скорость изъятия энергии турбулентности из отфильтрованно-
го поля и её переход в остаточную кинетическую энергию (энергию под-
сеточных пульсаций). Интересно отметить, что, вообще говоря, величина 

r r
k ij i jP u x= −τ ∂ ∂  может быть отрицательной (напомним, что генерация ки-

нетической энергии турбулентности в методе RANS положительна благо-
даря использованию гипотезы Буссинеска (74) для рейнольдсовых напря-
жений). Отрицательность скорости генерации энергии подсеточных пуль-
саций означает передачу энергии от малых масштабов к более крупным 
(backscatter). 

Если выполняется расчёт течения с большим числом Рейнольдса 
(что означает наличие в энергетическом спектре инерционного интервала, 
разделяющего область генерации и вязкой диссипации энергии турбу-
лентности), и размер фильтра попадает внутрь инерционного интервала, то 
большая часть кинетической энергии пульсаций содержится в отфильтро-
ванном поле скорости: E K≈ . Баланс кинетической энергии E  описыва-
ется уравнением, аналогичным (83), где основным стоком является вели-

чина 2 ij jiS S′ ′ε = ν  >> 2 ij ijS Sν . Сравнение этого уравнения с (146) приводит к 

выводу о том, что генерация остаточной кинетической энергии r
kP  при-

ближённо равна ε . Это соответствует представлениям о локальном равно-
весии генерации и распада вихрей в инерционном интервале. Другими 
словами, в инерционном интервале энергия турбулентности не образуется 
и не испытывает вязкой диссипации, а лишь передаётся по спектру. 

2.2.7.1. Модель Смагоринского 

Для замыкания уравнений движения (144) необходима модель для 
расчёта остаточных напряжений, которая учитывает влияние подсеточных 
флуктуаций на численное решение. К настоящему времени предложено 
множество моделей такого рода, классификация которых приводится, 
например, в [3]. Простейшей моделью подсеточной турбулентности явля-
ется модель Смагоринского, в которой делаются два допущения. Во-
первых, предполагается линейная связь между тензором остаточных 
напряжений (точнее, его анизотропной частью) и тензором скоростей де-
формации осреднённого поля: 
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2 1

2
3 3

r r
ij ij SGS ij kk ijk S S   − τ − δ = ν − δ   

   
,     (147) 

где SGSν  — остаточная вихревая вязкость, также называемая подсеточной 

вязкостью. Во-вторых, используется аналогия с моделью длины смешения 
(94) для расчёта подсеточной вязкости: 

 ( )22
SGS S Sl S C Sν = = ∆ ,     (148) 

где S Sl C= ∆ , ∆  — ширина фильтра, и SC  — константа Смагоринского. 

Отметим, что ширина фильтра вычисляется как характерный размер кон-
трольного объёма расчётной сетки: 

 ( ) ( )1/31/3

x y zV∆ = ∆ = ∆ ∆ ∆ .     (149) 

С учётом (147) скорость генерации остаточной кинетической энер-
гии равна: 

 ( )2
2

3
r r i i

k ij SGS ij SGS kk ij
j j

u u
P S k S

x x

∂ ∂ = −τ = ν − + ν δ ∂ ∂ 
,     (150) 

и для несжимаемого течения с 0kk k kS u x= ∂ ∂ =  будем иметь (см. также 

равенство (88)) 

 ( )2r
k SGS ij ijP S S= ν .     (151) 

Как следует из (151), 0r
kP > , и поэтому модель Смагоринского предпола-

гает необратимый и односторонний перенос энергии отфильтрованного 
поля в остаточную кинетическую энергию. 

Отметим, что выбор константы SC  влияет на диссипативные свой-

ства модели. Используя энергетический спектр гомогенной турбулентно-
сти (17), Лилли в 1967 г. пришёл к выводу, что: 

 
3/4

1 2
0,17

3SC
C

 = ≈ π  
, (152) 

где C ≈  1,5 — константа в законе пяти третьих (17) (см. также [34, 3, 26]). 
Иногда целесообразно несколько уменьшить это значение, чтобы полу-
чить лучшее согласие с экспериментами. Несмотря на то, что единого ре-
комендуемого значения SC  не существует, для пристенных течений чаще 

всего используется SC  = 0,1, а для свободных — SC  = 0,2. 
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2.2.7.2. Динамическое определение подсеточной вязкости 

Модель Смагоринского с постоянным значением SC  во всей расчёт-

ной области называют «статической». Один из недостатков статической 
модели Смагоринского (148) заключается в том, что оптимальное значе-
ние константы SC  оказывается разным в течениях разных типов. Кроме 

того, поскольку интенсивность подсеточных флуктуаций затухает вблизи 
твёрдых поверхностей, следует учитывать зависимость SC  от расстояния 

до них. На решение указанных проблем нацелен так называемый динами-
ческий метод, который определяет своё значение SC  для каждой точки по-

тока. 
Динамическая модель предполагает использование не одного, а двух 

фильтров с разной шириной. Пусть один из них, как и прежде, имеет ши-
рину ∆ , в случае неявного фильтрования связанную с характерным разме-
ром ячейки сетки. Второй фильтр, называемый тестовым, имеет ширину  

∆ , причём, как правило, полагают 
 2∆ = ∆ . Каждому фильтру соответству-
ет операция локального осреднения (126): 

( ) ( ) ( ), , ; ,t G u t d= ∆ −∫u x r x x r r
� � �� � � �

,   ɵ ( ) 
( ) ( ), , ; ,t G u t d= ∆ −∫u x r x x r r
� � �� � � �

. (153) 

Можно применить осреднение с тестовым фильтром 
∆  к решению, 

которое уже осреднено с фильтром ∆ ; пусть ɵ ( ),tu x
� �

 — результат такого 

двойного осреднения. Последовательное выполнение осреднения с двумя 
фильтрами эквивалентно однократному осреднению с некоторым эффек-

тивным (комбинированным) фильтром, ширина которого 
∆  зависит от ∆  

и 
∆ . 
Разложение (132) теперь можно представить в следующем виде: 

 ɵ




�
ɵ




� �

 ∆ ∆  ∆   ∆

Масштаб Масштаб Масштаб 
пульсаций пульсаций пульсаций 

менее более между  и

 
 
  ′= + − +
 
 
 

u u u u u
� � � � �

, (154) 

где слагаемое ɵ−u u
� �

 можно (помимо интерпретации, данной в (154)) рас-
сматривать как носитель наименьших разрешённых масштабов или 
наибольших неразрешённых масштабов турбулентных пульсаций. 
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Однократное и двойное осреднение порождает свои остаточные 
напряжения: 

 r
ij j i j iu u u uτ = − ,   � 

r

ij j i j iu u u uΤ = − . (155) 

В ходе численного решения приближённо вычисляются величины ju  и ɵ ju  

(вторая из которых получается фильтрованием первой), в то время как ве-

личины j iu u  и �j iu u  неизвестны и требуют замыкания. В работе [17] было 

показано, что фильтрование первого из уравнений (155) и вычитание ре-
зультата из второго уравнения (155) приводит к равенству: 

 � ɵ ɵr r
j iij ij ij j iL u u u u= Τ − τ = − , (156) 

причём правая часть равенства (156) не требует замыкания и может быть 
определена, если известно поле ju . В связи с этим величину ijL  называют 

разрешённым напряжением (resolved stress). Величина ijL  (156) имеет та-

кой же вид, как и остаточное напряжение r
ijτ , если в качестве точного ре-

шения ju  выступает однократно отфильтрованное поле ju , а вместо филь-

тра ∆  используется более широкий фильтр 
∆ . Следовательно, величину 

ijL  можно понимать как вклад наибольших неразрешённых масштабов 

турбулентных пульсаций в остаточные напряжения. Как прежде, пред-
ставляет интерес построение приближённой модели для анизотропной ча-
сти тензора ijL : 

 
1

3ij ij kk ija L L= − δ . (157) 

Такая приближённая модель, построенная на основе модели Смаго-
ринского в работе [16], излагается ниже. Перепишем модель Смагоринско-
го (147), (148) так, чтобы формально допустить отрицательные значения 
подсеточной вязкости (что соответствует передаче энергии от подсеточ-
ных масштабов к масштабам, разрешённым в численном решении): 

 ( )2 21
2 2

3
r r
ij kk ij S ij S ijC S S c S Sτ − τ δ = − ∆ = − ∆ . (158) 

Модель (158) соответствует ширине фильтра ∆ . Аналогичное соот-
ношение для комбинированного фильтра, соответствующего двойному 
осреднению, имеет вид: 
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21
2

3
r r

ijij kk ij Sc S SΤ − Τ δ = − ∆ , (159) 

где 
 ɵ ɵ( ) 2ij i jj iS u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂ , а коэффициенты Sc  полагаются идентич-

ными в (158) и (159). Теперь можем записать выражение для разрешённого 
напряжения (156) с учётом модели Смагоринского: 


 
 
 � �2
21 1

2 2
3 3

S r r r r
ijij ij ij S kk ij S ij kk ijL c S S c S S = Τ − τ = − ∆ + Τ δ − − ∆ + τ δ 

 
 

 � 
 
 
2
22 2 ijS ij S ijc S S S S c M ≈ ∆ − ∆ = 

 
, (160) 

где 

 � 
 
 
2
22 2 ijij ijM S S S S= ∆ − ∆ . (161) 

Важно отметить, что для вычисления ijM  достаточно знание однократно 

отфильтрованного поля ju , которое приближённо вычисляется в ходе 

численного решения уравнений (144) с учётом отфильтрованного уравне-
ния неразрывности. Теперь требуется определить такое значение коэффи-
циента Sc , при котором выражение (160) даёт наилучшее приближение к 

анизотропной части тензора разрешенных напряжений (157). Эта задача 
была решена в работе [27], где минимизация среднеквадратичного откло-

нения между S
ijL  и ija  позволила получить следующее выражение: 

 ij ij
S

kl kl

M L
c

M M
= . (162) 

Коэффициент Sc , вычисленный по формуле (162), может принимать 

как положительные, так и отрицательные значения. В ряде случаев целе-
сообразно искусственно ограничить минимальные и максимальные значе-
ния Sc . В частности, отрицательные значения Sc  могут вызвать развитие 

численной неустойчивости. В связи с этим в Ansys Fluent 6.3 [8] измене-
ние Sc  ограничено интервалом от нуля до 0,23. Оказалось, что такой спо-

соб вычисления Sc  приводит к качественно верному определению подсе-

точной вязкости в случае затухания турбулентности, т. е. в области лами-
нарно-турбулентного перехода и вблизи твёрдых поверхностей. Однако 
это не снимает необходимости использования сетки, достаточно мелкой 
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для разрешения энергосодержащих пульсаций. Отметим, что метод дина-
мического определения Sc  на основе модели Смагоринского (158) и фор-

мулы Лилли (162) не является единственным. Обзор других динамических 
моделей можно найти, например, в книгах [34] и [3]. 

2.2.7.3. Локальная модель вихревой вязкости, 
адаптированная для пристеночных течений (WALE) 

Локальная модель вихревой вязкости, адаптированная для присте-
ночных течений (Wall-Adapting Local Eddy-Viscosity, WALE) [32] пресле-
дует следующие цели: во-первых, обеспечить затухание подсеточной вяз-
кости в пристеночной области в соответствии с асимптотическими соот-

ношениями теории пограничного слоя ( 3
SGS yν ∝ ), во-вторых, не исполь-

зовать в явном виде расстояние до поверхности стенки и, в-третьих, учесть 

зависимость подсеточной вязкости не только от kjS  (как в модели Смаго-

ринского (148)), но и от kjΩ  (как это следует из результатов DNS). В самом 

деле, модель Смагоринского (148) даёт ненулевую подсеточную вязкость 
вблизи стенки, если градиент скорости не равен нулю. Модификация (205) 
или приведённые ниже модификации по ван Дристу и Пиомелли (206, 207, 
208) используют расстояние до стенки y , определение которого затрудне-

но в областях сложной геометрии. В работе [32] предложено обойти эти 
ограничения следующим образом. Рассматривается тензор  

 ( )2 2 21 1

2 3
d

ij ij ji kk ijS g g g= + − δ , (163) 

где 2
ij ik kjg g g= , ij i jg u x= ∂ ∂ , для которого можно показать, что 

 ( )1

3
d

ij ik kj kj kj ij mn mn mn mnS S S S S= + Ω Ω − δ − Ω Ω . (164) 

В отличие от величины ij ijS S , используемой в модели Смагоринско-

го (148), величина d d
ij ijS S  возрастает там, где велики не только значения 

компонентов тензора скоростей деформации, но и тензора вращения. В то 

же время, 0d d
ij ijS S →  в тех областях течения, где имеет место простой 

сдвиг скорости, т. е. непосредственно у стенки. Более того, если течение 

ламинарно, то величина d d
ij ijS S  и, следовательно, подсеточная вязкость 
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также стремятся к нулю. Это открывает принципиальную возможность 
рассматривать течения с ламинарно-турбулентным переходом, в то время 
как статическая модель Смагоринского (148) к этому не приспособлена. 

Можно показать [32], что 2d d
ij ijS S y∝  вблизи стенки ( 0y → ). Следо-

вательно, ( )3/2 3d d
ij ijS S y∝ , что и требуется для выполнения условия 

3
SGS yν ∝ . В результате, подсеточная вязкость в модели WALE вычисляет-

ся по формуле [32]: 

                            ( ) ( )
( ) ( )

3/2

2

5/2 5/4

d d
ij ij

SGS w
d d

ij ij ij ij

S S
C

S S S S
ν = ∆

+
, (165) 

где знаменатель построен так, чтобы, во-первых, обеспечить требуемую 
размерность подсеточной вязкости и, во-вторых, нигде не стремиться к 
нулю. Отметим, однако, что в документации Ansys Fluent [8] указано на 
использование в формуле (165) значения ( )min , wy Cκ ∆  вместо wC ∆ . Как 

видно на рис. 23, постоянная wC  по умолчанию имеет значение 0,325. 

 
 

 
Рис. 23. Окно параметров модели LES WALE 
в Ansys Fluent 6.3 (Define/Models/Viscous…) 

 
 
Таким образом, модель WALE не только обеспечивает демпфирова-

ние подсеточной вязкости в пристеночной области, но и предлагает от-
личный от модели Смагоринского метод расчёта подсеточной вязкости 
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вдали от стенок; в модели WALE этот метод учитывает не только kjS , но и 

kjΩ , что лучше согласуется с данными DNS. 

2.2.7.4. Модель c уравнением переноса остаточной 
кинетической энергии 

Рассмотренные выше модели предполагают вычисление компонент 
тензора остаточных напряжений через локальные характеристики отфиль-
трованного поля скорости. Это значит, что предполагается локальное рав-
новесие между генерацией и диссипацией энергии остаточных пульсаций, 
а предыстория остаточных напряжений и связанная с конвекцией зависи-
мость от характеристик поля скорости в удалённых областях не принима-
ется во внимание. Естественным способом учёта этих эффектов является 
построение уравнения переноса для остаточных характеристик, например 
для остаточной кинетической энергии. Указанная логика повторяет разви-
тие моделей турбулентности на основе осреднения по Рейнольдсу. В са-
мом деле, модель Смагоринского (148) является аналогом модели длины 
пути смешения (94), а построение уравнения переноса для остаточных 
напряжений аналогично моделям турбулентности с одним уравнением (см. 
раздел 2.2.5.2). Отличие заключается в том, что в качестве характерного 
пространственного масштаба остаточных пульсаций (потерянных в от-
фильтрованном поле) выступает характерный размер ячейки сетки, одно-
временно играющий роль ширины фильтра ∆ . Кроме того, при использо-
вании метода LES уменьшение размеров ячеек сетки уменьшает и разли-
чие между разными подсеточными моделями, в то время как различие 
между моделями RANS никак не связано с используемой расчётной сет-
кой. 

Ansys Fluent 6.3 предлагает возможность численного решения урав-
нения переноса остаточной кинетической энергии следующего вида: 

 
3/2

2
j SGS i

ij
j j k j j

kuk k u k
C

t x x x x

 ∂ρ∂ρ ∂ µ ∂ ∂+ = − τ − ρ  ∂ ∂ ∂ σ ∂ ∂ ∆ 

ɶ ɶ
, (166) 

где подсеточная вязкость вычисляется аналогично формуле (98) 

 1SGS C kµ = ρ ∆ , (167) 

1C  и 2C  — модельные коэффициенты, вычисляемые динамически. 
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Отметим, что Ansys CFX (версии до 11.0 включительно) содержит 
только модель Смагоринского (147), (148) и не предоставляет возможно-
сти динамического определения модельных коэффициентов. 

2.2.7.5. Численные эффекты в роли подсеточной вязкости 

При численном решении системы уравнений Навье–Стокса (напри-
мер, в виде (51), (54)) получаются дискретные поля приближённых значе-
ний искомых величин в ячейках пространственной сетки. Вместе с ошиб-
кой аппроксимации производной по времени, значительный вклад в от-
клонение численного решения от точного зачастую вносит ошибка про-
странственной дискретизации дифференциальных уравнений. Теория чис-
ленных методов показывает, что численное решение с большей точностью 
удовлетворяет не исходному уравнению (54), а так называемому модифи-
цированному уравнению переноса, которое содержит производные второго 
и более высокого порядка. При этом слагаемые с производными чётного 
порядка вносят вклад в диссипативные, а нечётного — в дисперсионные 
свойства численной схемы. Множители перед указанными производными 
зависят от шага сетки. Модифицированное уравнение можно записать в 
следующем виде: 

 
( )21

r num
ij ijj ii i

j i j j j

u uu p u

t x x x x x

∂ τ + τ∂∂ ∂ ∂+ = − + ν −
∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂

, (168) 

где num
ijτ  — слагаемое, пропорциональное p∆  при 0∆ →  (∆  — размер 

ячейки сетки, p  — порядок аппроксимации дифференциального операто-

ра алгебраическим) и играющее роль дополнительного численного 
«напряжения». В качестве простого примера рассмотрим одномерное 
уравнение переноса 

 
2

2

u u u
u

t x x

∂ ∂ ∂+ = ν
∂ ∂ ∂

. (169) 

Используя разложение в ряд Тейлора, можно показать, что если вме-
сто исходного уравнения (143) численно решается дискретное уравнение  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2u x u x u x u x u xu
u

t

− − ∆ + ∆ − + − ∆∂ + = ν
∂ ∆ ∆

 (170) 
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(первый порядок аппроксимации конвективной производной), то числен-
ное решение удовлетворяет не исходному уравнению (169), а модифици-
рованному уравнению 

 ( ) ( )
2

2
2

numu u u
u O

t x x

∂ ∂ ∂+ = ν + ν + ∆
∂ ∂ ∂

, (171) 

где 

 
1
2

num uν = ∆  (172) 

— схемная (численная) вязкость. Для противопоточной ( 0u > ) аппрокси-
мации (170) диссипативное слагаемое в модифицированном уравнении 
доминирует, что приводит к выраженным диссипативным свойствам и 
обеспечивает монотонность численного решения. Другие способы аппрок-
симации исходного уравнения (169) характеризуются взаимодействием 
численной диссипации и дисперсии, что одновременно с повышением 
формального порядка точности может привести к немонотонности или 
даже неустойчивости численного решения. 

Существуют разные точки зрения на роль численной вязкости при 
использовании метода крупных вихрей. Одна из них заключается в том, 
что отфильтрованные уравнения должны быть решены с достаточной точ-
ностью, исключающей существенное влияние схемных эффектов. Отме-
тим, что схемную диссипацию полностью исключить нельзя, и от неё за-
висит ширина спектра разрешённых пульсаций. Влияние схемных эффек-
тов можно считать малым, если численное решение воспроизводит значи-
тельную часть инерционного интервала. 

Противоположное мнение заключается в том, что численная вяз-
кость сама может служить приближённой моделью подсеточной диссипа-
ции остаточных пульсаций, не содержащихся в отфильтрованном реше-
нии. Таким образом, предлагается концепция неявного подсеточного мо-
делирования за счёт численной диссипации, присущей выбранному методу 
дискретизации (при этом предполагается, что «явные» подсеточные моде-
ли, такие как модель Смагоринского, активировать не следует). 

В последнем случае выбор метода дискретизации влияет на меха-
низм подсеточной диссипации энергии турбулентности. С одной стороны, 
метод дискретизации должен иметь достаточно высокий порядок точно-
сти, а с другой — оставаться монотонным, чтобы исключить появление 
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нефизических осцилляций в численном решении. В связи с этим, данный 
подход иногда обозначают MILES (Monotone Integrated LES). 

Преимуществом такого подхода является возможность численного 
разрешения большей части частотного спектра пульсаций и автоматиче-
ская активация схемной диссипации только в областях больших градиен-
тов решения. Очевидным недостатком данного подхода является сильная 
зависимость результатов расчёта как от выбранного метода дискретизации 
исходных уравнений, так и от используемой расчётной сетки. Основной 
аргумент скептиков заключается в том, что неявная численная вязкость 
(выполняющая функцию подсеточной диссипации) не воспроизводит 
свойств реальной мелкомасштабной диссипации (например, меру анизо-
тропности подсеточных пульсаций). Кроме того, в численном решении 
проявляются не только диссипативные, но и дисперсионные свойства 
схем. Как результат, даже в случае согласия расчётных и измеренных дан-
ных требуется дополнительное обоснование того, что такое согласие не 
является результатом компенсации численных эффектов. 

2.2.8. Моделирование отсоединённых вихрей (DES) 

Характерные размеры турбулентных вихрей в пограничном слое 
вблизи твёрдой поверхности гораздо меньше, чем в развитом турбулент-
ном потоке вдали от неё. В связи с этим, явное разрешение даже наиболее 
крупных вихрей в пограничном слое требует такого измельчения расчёт-
ной сетки, которое может привести к недопустимому росту длительности 
вычислений. 

В то же время, для безотрывных пристеночных течений и потоков с 
небольшим отрывом имеются достаточно надёжные и экономичные моде-
ли на основе осреднения по Рейнольдсу. Для указанных течений модели 
RANS позволяют с достаточной точностью оценивать положение отрыва 
потока, сопротивление и подъёмную силу без чрезмерного измельчения 
сетки вблизи обтекаемой поверхности. 

Однако для широкого круга практически важных течений, сопро-
вождающихся обширным отрывом потока, существующие модели RANS и 
URANS приводят к большим ошибкам в расчёте указанных величин. Бо-
лее того, принципиальная возможность создания универсальной модели на 
основе осреднения по Рейнольдсу ставится под сомнение (независимо от 
уровня сложности модели и её нестационарности) [45, 3], поскольку такая 
модель турбулентности не учитывает крупномасштабных возмущений те-
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чения, обусловленных граничными условиями, формой и размерами рас-
сматриваемой расчётной области; отметим, что именно на это и нацелен 
метод LES. 

В связи с этим, возникла идея создания гибридного подхода, в рам-
ках которого модель RANS активируется в пристеночной области, а мо-
дель LES — вдали от неё. 

Наиболее успешным и распространённым гибридным подходом стал 
так называемый метод отсоединённых вихрей (Detached Eddy Simulation, 
DES), предложенный в 1997 г. П. Спалартом и позднее развитый в работах 
М. Стрельца, М. Шура, А. Травина и др. Приведём определение метода 
DES, данное в [45]: метод отсоединённых вихрей — это численное реше-
ние трёхмерных нестационарных уравнений с использованием единой мо-
дели турбулентности, которая действует как подсеточная модель в обла-
стях с высоким сеточным разрешением и как модель URANS в областях, 
где сеточное разрешение недостаточно. 

Возможность выбора указанной модели турбулентности порождает 
целое семейство DES моделей, и некоторые из них доступны в Ansys Flu-
ent и Ansys CFX. 

В частности, Ansys Fluent 6.3 содержит модели DES на основе моде-
ли Спаларта–Аллмареса (DES SA), специальной модификации k–ε модели 
(realizable k–ε модель, DES k–ε) и модели сдвиговых напряжений Ментера 
(DES SST). В модели DES SA (рис. 24, а), предложенной в работе [37], ис-
пользуются уравнения (103)–(107), где вместо расстояния до стенки d  
подставляется следующая величина: 

 ( )( )min ,  max , ,DES DES x y zl d C= ∆ ∆ ∆ ,   DESC  = 0,65.         (173) 

В модели DES k–ε (рис. 24, б) используется уравнение переноса k  
(91), в котором слагаемое, моделирующее диссипацию, представляется в 

виде 3/2
DESk lρ , где 

 ( )
3/2

min , max , ,DES DES x y z

k
l C

 
= ∆ ∆ ∆ ε 

,   DESC  = 0,61.   (174) 

Наконец, в модели DES SST [43] скорость диссипации кинетической 
энергии турбулентности в уравнении (117) умножается на величину  

 ( )max ,  1
max , ,

t
DES

DES x y z

l
F

C

 
 =
 ∆ ∆ ∆ 

, (175) 
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где tl k Cµ= ω и DESC  = 0,61 (рис. 25). Отметим, что равенство (175) эк-

вивалентно следующему алгоритму расчёта пространственного масштаба 
турбулентности 

 ( )min ,  max , ,DES DES x y z

k
l C

Cµ

 
= ∆ ∆ ∆  ω 

,   DESC  = 0,61.    (176) 

 
 

 
а)       б) 

Рис. 24. Окна параметров моделей DES в Ansys Fluent 6.3 (Define/Models/ 
Viscous…): а) — DES на основе модели Спаларта–Аллмареса; б) — DES на ос-
нове модели k–ε realizable 

 
 

 
Рис. 25. Окно параметров модели DES SST в 
Ansys Fluent 6.3 (Define/Models/Viscous…)  



93 

Видно, что в каждом случае уравнения модели RANS активируются 
там, где пространственный масштаб крупных энергонесуших вихрей ока-
зывается меньше характерного размера сетки: 

 d , 
3/2k

ε
, 

k

Cµω
 < ( )max , ,DES x y zC ∆ ∆ ∆ . (177) 

В противном случае скорость диссипации начинает зависеть от размера 
ячеек сетки (что и характерно для метода LES), а модель RANS трансфор-
мируется в свой подсеточный аналог. Таким образом, каждая модель тур-
булентности порождает свою подсеточную модель. Можно показать, что в 
условиях баланса генерации и диссипации подсеточной кинетической 
энергии (в этом случае нестационарными, конвективными и диффузион-
ными слагаемыми в уравнениях переноса можно пренебречь) такая подсе-
точная модель аналогична модели Смагоринского. 

Отметим, что в отличие от (149) в методе DES качестве характерно-
го размера ячейки сетки принимается максимальная протяжённость ячей-
ки, а не кубический корень из её объёма. Необходимость такого выбора 
связана с тем, что в пристеночных областях один из размеров ячейки (в 
направлении нормали к стенке) часто оказывается намного меньше двух 
остальных. 

Метод DES показывает хорошие результаты для течений с доста-
точно тонкими пограничными слоями, в которых пристеночные ячейки 
сетки сильно вытянуты вдоль твёрдой поверхности (там активируется мо-
дель RANS), и обширными зонами отрыва, в которых сетка близка к изо-
тропной (в этой области активируется модель LES). Оказалось, однако, 
что противоположная ситуация (размер ячеек сетки вдоль твёрдой поверх-
ности меньше толщины пограничного слоя) приводит к необоснованной 
активации модели LES в пристеночной зоне и чрезмерному снижению 
турбулентной вязкости. В результате снижается пристеночное трение, а 
расчётное течение испытывает отрыв, не наблюдающийся в реальности 
(grid-induced separation). Другими словами, возможно необоснованное 
включение режима LES на тех участках пристеночного потока, где размер 
ячеек сетки оказывается меньше толщины пограничного слоя. 

Для того чтобы избежать активации модели LES в пристеночной 
зоне и использовать там уравнения модели RANS независимо от размера 
сетки, разработана модификация метода DES [41], названная авторами 
DDES (Delayed DES). С той же целью в Ansys CFX реализована так назы-
ваемая зонная формулировка DES, которая использует функции-
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переключатели модели SST. В результате вместо функции DESF , определя-

емой равенством (175), используется функция DES CFXF − : 

 ( ) ( )max 1 ,   1
max , ,

t
DES CFX SST

DES x y z

l
F F

C
−

 
 = −
 ∆ ∆ ∆ 

, (178) 

где 

 1 1 2 2SST BF BFF C F C F= + , (179) 

1F  и 2F  — функции-переключатели, вычисляемые по формулам (121) и 

(122). В Ansys CFX 10 по умолчанию принимается 2SSTF F=  ( 1BFC  = 0, 2BFC  

= 1). 
Важно отметить, что в Ansys CFX предусмотрено переключение ме-

тодов дискретизации уравнений переноса одновременно с переключением 
RANS и LES режимов: в области RANS используется противопоточная 
схема второго порядка, а в области LES — схема с центральными разно-
стями [45, 43, 7]. 

Таким образом, метод DES представляет собой гибридный подход, в 
котором осуществляется переключение моделей RANS и LES в разных 
областях пространства. Унифицированная структура осреднённых и от-
фильтрованных уравнений открывает и другие, отличные от DES, подходы 
к построению гибридных моделей. В частности, возможно использование 
средневзвешенных значений рейнольдсовых и остаточных напряжений 
(или турбулентной и подсеточной вязкости). Обзор современных гибрид-
ных моделей приводится в [15]. 

2.2.9. «Второе поколение» моделей URANS 

Несмотря на неоднозначное теоретическое обоснование нестацио-
нарных методов RANS (URANS) имеющийся опыт применения URANS к 
расчёту турбулентных течений с крупномасштабной нестационарностью 
показал преимущество URANS по сравнению с RANS. Например, стацио-
нарное решение для потока вокруг плохообтекаемого тела, если оно суще-
ствует, воспроизводит симметричное поле скорости, в то время как неста-
ционарное течение зачастую несимметрично. Нестационарное решение 
открывает возможность расчёта частоты формирования и отрыва крупно-
масштабных вихрей (в дорожке Кармана) и, как правило, лучше согласу-
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ется с измерениями сопротивления и подъёмной силы, действующей на 
обтекаемое тело. 

Модели URANS опираются только на физические пространственные 
масштабы, в то время как модели LES используют характерный размер 
ячейки сетки в качестве масштаба подсеточных флуктуаций. С этим связа-
ны свойства получаемых решений: в первом случае они достаточно глад-
кие (влияние турбулентных пульсаций учтено величиной рейнольдсовых 
напряжений), а во втором — флуктуируют случайным образом, поскольку 
значительная часть турбулентных пульсаций разрешается явно. В послед-
ние годы появились модели турбулентности, которые не используют се-
точные характеристики в качестве пространственных масштабов, но, не-
смотря на это, частично воспроизводят случайные турбулентные флуктуа-
ции. Такие модели (их иногда называют «вторым поколением» моделей 
RANS (2G-URANS) [15]) кратко обсуждаются в данном разделе. 

Метод адаптируемых масштабов (Scale-Adaptive Simulation, SAS) 
представляет относительно новую концепцию использования метода 
URANS, развитую в работах Ф. Ментера и Ю. Егорова (соответствующие 
ссылки имеются, например, в обзорах [31, 15] и в документации к Ansys 
CFX 11.0 [7]). Цель данной концепции — добиться более адекватного опи-
сания спектра нестационарных течений, используя уравнения, осреднён-
ные по Рейнольдсу (напомним, что в «традиционном» методе URANS ре-
шение воспроизводит лишь очень узкий диапазон вокруг частоты образо-
вания и отрыва крупномасштабных вихрей, см. разделы 1.2.4 и 2.2.1). В 
данном методе вводится дополнительный пространственный масштаб 
турбулентности — длина Кармана: 
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использование которого в качестве длины пути смешения ml  приводит к 

нестационарным решениям LES-типа в областях интенсивно пульсирую-
щего течения. В то же время, в областях устойчивого течения поведение 
численного решения аналогично поведению решения классических урав-
нений, осреднённых по Рейнольдсу. 

Такой характер численных решений, полученных методом SAS, су-
щественно отличается от классического поведения решений, характерных 
для метода RANS. В самом деле, даже использование нестационарных мо-
делей (URANS) позволяет воспроизвести лишь сглаженные крупные тур-
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булентные вихри без маломасштабных структур, свойственных турбу-
лентности. Принято считать, что это является следствием применения 
осреднения по Рейнольдсу (или Фавру), которое подавляет маломасштаб-
ную турбулентность. Однако характер численных решений, полученных 
методом SAS, позволил заключить [31], что это — не единственная (или 
даже не главная) причина «гладких» решений, получаемых методом 
URANS. Основной причиной является использование модельного уравне-
ния (108) для скорости диссипации, свойства которого не допускают не-
гладких и нерегулярных решений. Вместо уравнения переноса для (108) 
метод SAS предполагает использование уравнение переноса для произве-
дения tkl , причём в этом уравнении используется длина Кармана (180). 

Благодаря тому, что значение vKL  зависит от вторых производных от поля 

средней скорости, численное решение приобретает способность воспроиз-
водить маломасштабные, нерегулярные флуктуации турбулентного пото-
ка, которые обычно наблюдаются только в методе LES. Такая особенность 
интерпретируется как способность величины vKL  гибко подстраиваться 

(адаптироваться) к разрешённым масштабам поля скорости без избыточ-
ного подавления маломасштабных пульсаций, как это свойственно 
URANS. 

При использовании метода SAS должны применяться схемы с низ-
ким уровнем численной диффузии. Оказалось, что характер численного 
решения не только количественно, но и качественно зависит от размеров 
ячеек пространственной сетки и от шага по времени: увеличение размеров 
ячеек и шага по времени приводит к переключению на стационарное чис-
ленное решение. Такое поведение численного решения, полученного по 
методу SAS, является ещё одной иллюстрацией его способности адапти-
роваться к пространственным и временным масштабам, которые могут 
быть разрешены в данном расчёте. Отмечено также, что SAS приводит к 
стационарным решениям для безотрывных течений или течений со слабым 
отрывом и к нестационарным решениям — в случае обширного отрыва 
потока [31]. 

В Ansys CFX 11 указанные идеи использованы в моделях турбу-
лентности с одним и двумя уравнениями. Во втором случае базовой моде-
лью является SST модель Ментера. 

Ещё одна группа моделей 2G-URANS носит название моделей ча-
стичного осреднения (Partially Averaged Navier–Stokes, PANS) [3, 15]. В 
моделях PANS уравнения для осреднённых величин трансформируются в 
исходные уравнения Навье-Стокса в зависимости от доли энергии турбу-
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лентности, которую должно воспроизвести численное решение (назнача-
ется пользователем). Чем выше указанная доля, тем более мелкая сетка 
требуется для расчёта. Модели PANS пока не получили широкого распро-
странения и в текущих версиях пакетов Ansys Fluent и Ansys CFX не пред-
ставлены. 

2.2.10. Применимость моделирования крупных вихрей 

В дополнение к тем особенностям метода LES, которые уже были 
перечислены в начале этой главы (см. раздел 2.2.1), сделаем ещё несколь-
ко замечаний. При этом будем иметь ввиду, что режим LES реализуется и 
при использовании гибридных методов, таких как DES. 

В частности, в отличие от RANS, измельчение сетки и уменьшение 
шага по времени при использовании метода LES не приведёт к сеточно-
независимому решению. Влияние сетки сказывается на вкладе подсеточ-
ных движений: указанный вклад тем больше, чем грубее сетка. Одновре-
менно, чем грубее сетка, тем больше роль модели подсеточной турбулент-
ности, на которую возлагается функция учёта особенностей используемой 
сетки. С другой стороны, если сетка достаточно подробна, то подсеточные 
движения относятся к маломасштабной турбулентности, которая универ-
сальна (т. е. не зависит от истории образования вихрей) и пространственно 
изотропна21. Следовательно, даже весьма простая модель подсеточной 
турбулентности в LES может быть достаточно адекватной и универсаль-
ной, в то время как возможности построения универсальной модели RANS 
в настоящее время считаются исчерпанными [40, 44]. 

При использовании LES последовательное измельчение сетки 
устремляет подсеточную вязкость к нулю, что делает отфильтрованные 
уравнения, приближённо решаемые на данной сетке, идентичными исход-
ным. Это означает предельный переход к прямому численному моделиро-
ванию (DNS). Измельчение сетки при использовании RANS влияет лишь 
на качество численного решения осреднённых уравнений и никак не меня-
ет их физический смысл. 

Корректное использование LES требует явного разрешения значи-
тельной части энергетического спектра турбулентных пульсаций, включая 
длинноволновую часть инерционного интервала. Теоретическое обоснова-
ние LES предполагает, что инерционный интервал достаточно широк, ин-
тегральный и колмогоровский масштабы разделены, а области спектра, где 

                                         
21 Вдали от твёрдых стенок. 
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происходит генерация и диссипация турбулентности, не перекрываются. В 
самом деле, только в этом случае открывается возможность построения 
простой модели подсеточной турбулентности, которую можно считать 
универсальной и не зависящей от условий образования крупных вихрей. 
Таким образом, неявно предполагается, что турбулентность полностью 
развита, а рассматриваемое течение характеризуется большим числом 
Рейнольдса. По-видимому, это объясняет и то, что успех метода LES хро-
нологически был прежде всего достигнут при численном моделировании 
крупномасштабных атмосферных течений. 

Особенности применения LES в турбулентных течениях с умерен-
ными числами Рейнольдса, где возможно сближение интегральных и кол-
могоровских масштабов и, следовательно, вырождение инерционного ин-
тервала, к настоящему времени исследованы недостаточно. Течения при 
умеренных и малых числах Рейнольдса особенно трудны для численного 
моделирования, если в расчётной области имеет место ламинарно-
турбулентный переход (как это происходит, например, в естественно-
конвективных течениях). Опыт применения метода LES к таким течениям 
ограничен. 

Применение уравнений метода LES на сетке, недостаточной для 
разрешения инерционного интервала, часто приводит к физически необос-
нованным результатам расчёта, основные характеристики которых (поми-
мо сильной зависимости от размера сетки) значительно хуже соответ-
ствуют данным измерений, чем соответствующие результаты RANS на 
той же (или даже более крупной) сетке. Причина заключается в том, что 
генерация турбулентных пульсаций не воспроизводится грубой сеткой, в 
то время как турбулентная вязкость и, следовательно, турбулентная дис-
сипация оказываются сильно завышенными. 

Явное разрешение длинноволновой части инерционного интервала 
спектра требует подробных сеток, малого временного шага и большого 
числа шагов по времени для накопления статистики турбулентных пуль-
саций. Отсюда высокие требования к вычислительным ресурсам, из-за 
ограниченности которых метод LES долгое время рассматривался лишь 
как средство для решения академических задач. Однако с появлением и 
распространением многопроцессорных кластеров и технологий парал-
лельных вычислений метод LES оказался доступным для решения практи-
чески важных инженерных задач авиа- и автомобилестроения, энергетики, 
пожаро- и взрывобезопасности, химической технологии и других обла-
стей. 
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Использование метода LES рекомендуется, в частности, в следую-
щих случаях. 

• В течении имеет место крупномасштабная неустойчивость, кото-
рая сопровождается сходом крупных вихрей. 

• В течении ожидается выраженная пространственная анизотроп-
ность крупномасштабных пульсаций. 

• Требуется разрешение малых пространственных масштабов, 
например, в расчётах химически реагирующих течений и при горении. 

• Требуется расчёт генерации широкополосного шума турбулент-
ным потоком. 

• Имеются мощные вычислительные ресурсы и возможность вы-
полнения расчёта в течение длительного времени (от нескольких дней до 
нескольких недель). 

Информацию о течении, которую можно получить, используя раз-
ные подходы к моделированию турбулентности, иллюстрируют рис. 26 и 
27, где показаны результаты расчётов обтекания круглого цилиндра при 
Re = 50 000 [40, 44] и квадратного цилиндра при Re = 100 000 [49] (числа 
Рейнольдса определены по диаметру цилиндра и стороне квадрата соот-
ветственно). Для течений такого типа характерны обширный отрыв пото-
ка, квазипериодический сход крупных (когерентных) вихрей с разных сто-
рон цилиндра, формирование нестационарной рециркуляционной зоны, а 
также (для круглого цилиндра) турбулизация пограничного слоя при до-
статочно больших числах Рейнольдса (кризис сопротивления). Эти осо-
бенности течений затрудняют получение точных численных решений. От-
метим также, что обтекание круглого цилиндра — это популярный, став-
ший классическим, тест, для которого имеются детальные результаты из-
мерений (результаты расчётов для плохообтекаемого тела более сложной 
формы приведены в главе 3). 

Рассмотрим результаты расчётов, представленные на рис. 26. Реше-
ние стационарных уравнений, осреднённых по Рейнольдсу (Steady RANS, 
SRANS), даёт двумерное поле, в то время как результаты расчётов в не-
стационарной постановке (как URANS, так и DES) дают трёхмерные поля. 
Оказалось, что метод SRANS даёт заниженное значение коэффициента со-
противления (0,9), метод URANS — завышенное (1,7), в то время как DES 
приводит к наилучшему согласию расчётных (1,05 на грубой сетке и 1,32 
на мелкой сетке) и экспериментальных (1,2) значений [40]. 

В расчётах, представленных на рис. 27, использовали методы 
URANS (модель рейнольдсовых напряжений) и LES (модель Смагорин-
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ского с пристеночным демпфированием по Ван-Дристу, SC  = 0,1). Не-

структурированная сетка для метода URANS содержала примерно 0,2·106 
узлов, а для метода LES — 4,2·106 узлов; в обоих случаях использовали 
одинаковые граничные условия. В расчётах определяли, в частности, ха-
рактерную частоту схода крупномасштабных вихрей. Безразмерное значе-
ние указанной частоты даётся числом Струхаля (произведение частоты на 
характерный размер, делённое на скорость набегающего потока). Значение 
числа Струхаля, измеренное в экспериментах, составляет 0,143. Соответ-
ствующие значения, полученные численно, составляют 0,121 (URANS) и 
0,144 (LES). Таким образом, метод LES позволил получить результат, го-
раздо более близкий к эксперименту, чем URANS. Кроме того, указанные 
методы воспроизводят течения существенно разной структуры: метод 
URANS приводит к практически двумерным полям скорости и давления 
(рис. 27, в), в то время как соответствующие поля, полученные методом 
LES, трёхмерны (рис. 27, г). 

 
 

 
Рис. 26. Расчёт обтекания круглого цилиндра при Re = 50 000 [40, 44] с 
помощью стационарного (SRANS) и нестационарного (URANS) метода 
RANS и метода DES на двух сетках (показано поле завихрённости) 
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Рис. 27. Расчёт обтекания квадратного цилиндра при Re = 100 000 [49] с 
помощью нестационарного метода URANS и метода LES: а) — URANS, 
мгновенное поле скорости; б) — LES, мгновенное поле скорости; d) — 
URANS, мгновенное поле давления; е) — LES, мгновенное поле давления 

 
 
Вернёмся к рис. 26 и сделаем ещё два полезных наблюдения. Во-

первых, поля, осреднённые во времени, качественно отличаются от мгно-
венных полей. Это уже было отмечено при сопоставлении фотографий 
турбулентного потока, сделанных с большой и малой выдержкой (рис. 2). 
Во-вторых, при использовании LES измельчение сетки слабо влияет на 
крупномасштабную структуру течения, но добавляет в неё всё более ма-
ломасштабные элементы. 
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2.3. ПРИСТЕНОЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

2.3.1. Метод URANS 

Напомним, что так называемые высокорейнольдсовые модели тур-
булентности (например, стандартная k–ε модель), справедливы в предпо-

ложении развитой турбулентности, т. е. при 2Ret tu l k′= ν = εν  >> 1. Для 

их применения в пристеночной области, где локальное число Рейнольдса 
мало, требуется модификация. 

С учётом того, что в пограничном слое существует тонкая присте-
ночная зона (вязкий подслой, viscous sublayer), в которой турбулентные 
пульсации затухают, а напряжение трения обусловлено молекулярной вяз-
костью жидкости, указанная модификация выполняется в рамках одного 
из двух подходов. В первом из них расчётная сетка строится так, что центр 
первого пристеночного объёма находится за пределами вязкого подслоя, а 
для задания граничных условий в таком узле применяется специальный 
метод — метод пристеночных функций (wall functions). В этом случае все 
узлы расчётной сетки находятся в области развитой турбулентности, и по-
тому в них можно применять уравнения высокорейнольдсовых моделей. 
Такой подход позволяет использовать более грубую сетку вблизи твёрдых 
поверхностей. 

Второй подход для учёта пристеночных эффектов требует построе-
ния сетки, узлы которой находятся внутри вязкого подслоя. При этом 
уравнения модели модифицируются таким образом, чтобы они выполня-
лись как в высокорейнольдсовой области вдали от твёрдых поверхностей, 
так и в низкорейнольдсовой пристеночной зоне. Модели такого типа 
называют низкорейнольдсовыми. Некоторые модели турбулентности из-
начально создавались так, чтобы применяться для расчёта пристеночных 
течений (SA модель) при условии достаточно мелкой сетки в пограничном 
слое. Такие модели также относятся к низкорейнольдсовым. 

Метод пристеночных функций представляет наиболее экономичный 
способ приближённого расчёта многих практически важных течений. Если 
характер течения не соответствует допущениям, сделанным при построе-
нии пристеночных функций, данный подход может привести к неприем-
лемым ошибкам в расчёте напряжения на стенке. В этих случаях может 
быть полезна низкорейнольдсовая версия модели турбулентности. Отме-
тим, что в Ansys Fluent и Ansys CFX пристеночные функции активируются 
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автоматически и для низкорейнольдсовых моделей турбулентности, если 
сетка оказывается слишком грубой вблизи стенок. 

Ниже приводится описание метода пристеночных функций для k–ε 
модели (см., например, [4, 50, 34]), а затем даётся краткий обзор низкорей-
нольдсовых модификаций k–ε модели. 

2.3.1.1. Метод пристеночных функций 

При численном решении уравнений переноса расчетная область раз-
бивается на контрольные объемы, причем скалярные величины определе-
ны в центрах объемов, а проекции скорости — на гранях. Пример такой 
ячейки показан на рис. 28. Метод пристеночных функций рассматривает 
двухслойную структуру пограничного слоя. Предполагается, что вблизи 
твёрдой поверхности существует тонкий пристеночный слой с малым 
уровнем турбулентных пульсаций и доминирующим влиянием вязкости 
(вязкий подслой), в то время как за пределами вязкого подслоя формиру-
ется развитый пограничный слой (fully turbulent layer), где, наоборот, тур-
булентные пульсации велики, а молекулярная вязкость несущественна. 
Способ расчёта турбулентных характеристик в пристеночном контроль-
ном объёме зависит от того, находится его центр внутри вязкого подслоя 
или в турбулентном пограничном слое. 
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Рис. 28. Пристеночный контрольный объём 
 
 
Будем использовать следующие допущения. 
1. Градиенты компонент скорости и скалярных величин (кроме дав-

ления) по нормали к твёрдой поверхности намного превосходят градиенты 
вдоль указанной поверхности. 
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2. Можно исключить из рассмотрения производные по времени в 
уравнениях переноса (в пристеночной области течение считается квази-
стационарным). 

3. Пренебрегаем вкладом градиента в уравнение движения. 
4. Генерация и диссипация турбулентных параметров (кинетиче-

ской энергии и скорости её диссипации) уравновешивают друг друга: 

kPρ ≈ ρε  или, с учётом (88) и допущения 1, 

 
2

t

u

y

 ∂µ = ρε ∂ 
. (181) 

Метод пристеночных функций использует приближённые аналити-
ческие решения для профиля скорости в вязком подслое и развитом по-
граничном слое. С учётом принятых допущений уравнение движения (53) 
в вязком подслое ( y < δ ) принимает вид: 

 0
u

y y

∂ ∂µ =
∂ ∂

, (182) 

причём для уравнения (182) выполняются следующие граничные условия: 

 0y = :   0u = , w

u

y

∂µ = τ
∂

, (183) 

где касательное напряжение на стенке обозначено wτ . Решением задачи 

(182), (183) является линейный профиль скорости 

 y < δ :   wu y
τ=
µ

. (184) 

Теперь рассмотрим уравнение движения в развитом турбулентном 
пограничном слое. Осреднённое уравнение движения (68), в котором 
учтены принятые допущения, примет вид: 

 0
u

u v
y y

 ∂ ∂ ′ ′µ − ρ = ∂ ∂ 
. (185) 

В качестве граничного условия для уравнения (185) используется равен-
ство 

 0y = :   w

u
u v

y

∂ ′ ′µ − ρ = τ
∂

, (186) 
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поскольку при приближении к твёрдой поверхности имеем 0u′ → , 0v′ →  

и 0u v′ ′ → . Интегрирование уравнения (185) с учётом условия (186) даёт 

 w

u
u v

y

∂ ′ ′µ − ρ = τ
∂

. (187) 

В зоне развитой турбулентности (при y > δ ) u yµ∂ ∂  << u v′ ′ρ , поэтому при 

y > δ  можно положить 

 wu v′ ′ρ ≈ τ . (188) 

Для определения турбулентного напряжения tu v u y′ ′ρ = µ ∂ ∂  ис-

пользуем формулу Прандтля (92) с длиной пути смешения (93): 

 ( )
2 2

22
t m

u u u
u v l y

y y y

   ∂ ∂ ∂′ ′ρ = µ = ρ = ρ κ   ∂ ∂ ∂   
. (189) 

С учётом (188) и (189) получим уравнение 

 ( )
2

2

w

u
y

y

 ∂ρ κ = τ ∂ 
, (190) 

справедливое при y > δ . Интегрирование уравнения (190) даёт логариф-

мический профиль скорости 

 ( ) 1
ln constwu y y

τ= +
κ ρ

. (191) 

Здесь оказывается полезным определение так называемой динами-
ческой скорости (в англоязычной литературе называемой friction velocity): 

 * wV
τ=
ρ

,   *2
w Vτ = ρ  (192) 

и безразмерной координаты 

 
*yV

y+ =
ν

. (193) 

С учётом определений (192) и (193) равенство (191) можно записать сле-
дующим образом: 

 ( )*

1
ln

u
Ey

V
+=

κ
, (194) 
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где E — константа, которую ещё предстоит определить. 
Таким образом, представление о двухслойной структуре пристеноч-

ного течения приводит к следующему приближённому выражению для 
профиля скорости: 

 ( )
0

*

0

,                

1
ln ,   

y y y
u

U
V Ey y y

+ + +

+
+ + +

≤

>


= = 

 κ

. (195) 

Для постоянной Кармана и значения универсальной координаты, разделя-
ющего вязкий подслой и турбулентный пограничный слой, обычно при-

нимают значения, близкие к κ  = 0,41 и 0y+  = 11,5. Численное значение 

константы E  можно получить из условия сшивки линейного и логариф-
мического профиля на границе вязкого слоя; в этом случае будем иметь 

( )0expE y+= κ κ  = 9,705. Графическое представление профиля скорости в 

турбулентном течении вблизи твёрдой поверхности дано на рис. 29. 
 
 

 
Рис. 29. Профиль скорости в турбулентном течении вбли-
зи твёрдой поверхности: точки — измерения разных экс-
периментаторов около гладких стенок в трубах, каналах и 
пограничном слое, сплошные линии — линейный про-
филь (1) и логарифмический профиль (2) [11, 6] 
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Вернёмся к проблеме постановки граничных условий для скорости в 
пристеночном объёме сетки. Если этот объём достаточно мал, то его центр 
находится в вязком подслое, где имеет место линейный профиль касатель-
ной скорости. В этом случае производная скорости u y∂ ∂  по нормали к 

поверхности хорошо аппроксимируется конечной разностью, а в качестве 
граничного условия для скорости можно использовать условие прилипа-
ния на твёрдой поверхности: 0u =  при 0y = . Такой подход применяется в 

расчётах ламинарных течений. 
Однако в случае турбулентного потока толщина вязкого подслоя δ  

часто оказывается настолько малой, что допустимая22 расчётная сетка не 
позволяет разместить первый пристеночный узел внутри вязкого подслоя. 
В результате может оказаться, что указанный пристеночный узел находит-
ся в зоне развитого турбулентного пограничного слоя. Здесь изменение 
касательной скорости по мере удаления от стенки нелинейно, и использо-
вание разностной аппроксимации для производной u y∂ ∂  приводит к 

большой ошибке. Вместо этого применяется приближённое аналитическое 
решение для скорости в виде логарифмического профиля (194). Отметим, 
что для нахождения значения u  из логарифмического профиля (194) тре-

буется вычислить динамическую скорость *V . Для её определения можно 
использовать последнее известное значение u  и решить уравнение (194) 

относительно *V  методом итераций. Однако чаще используется другой 
подход, излагаемый ниже23. 

В рамках этого подхода используются следующие выражения для 
кинетической энергии турбулентности и скорости её диссипации в разви-
том турбулентном пограничном слое: 

 
*2V

k
Cµ

= ,   
*3V

y
ε =

κ∆
. (196) 

Эти соотношения можно получить, используя условия равновесия 
между генерацией и диссипацией турбулентности (181) и равенства (189), 
(99) и (102). Подставляя равенства (196) в уравнение для скорости дисси-
пации (108) и учитывая, что t tε εµ + µ σ ≈ µ σ , можно получить для при-

                                         
22 Следует отметить, что расчётная сетка не должна допускать больших 

перепадов размеров соседних контрольных объёмов. 
23 Причина заключается в том, что значение динамической скорости *V  

может оказаться равным нулю (например, в точке отрыва потока). 
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стеночной области, где 0ju ≈  и kP ≈ ε , следующую связь между модель-

ными константами: 

 
( )1 2

2
1

C C Cε ε ε µσ −
=

κ
. (197) 

Используя первое равенство (196), значение динамической скорости 
можно выразить через значение кинетической энергии турбулентности. 
Уравнение переноса кинетической энергии турбулентности (например, 
уравнение (91) при использовании k–ε модели) решается численно во всех 
ячейках сетки, причём в качестве граничного условия на твёрдой поверх-
ности можно использовать условие затухания турбулентности k  = 0. От-
метим также, что если первый пристеночный узел находится в развитом 
турбулентном пограничном слое, то с учётом локального равновесия гене-
рации и диссипации кинетической энергии турбулентности (допущение 4), 
можно пренебречь переносом k  в направлении стенки и вместо условия k  
= 0 использовать условие k y∂ ∂  = 0. В результате для динамической ско-

рости получаем следующие соотношения: 

 
0

*2

0

,        

,   

P
P

PP P

P P P

u
y y

yV

C k y y

+ +

+ +
µ

≤

>

µ ∆ρ = 
ρ

, (198) 

где индекс P означает первый пристеночный узел (рис. 28), а Pu  — парал-

лельная стенке компонента скорости в точке P. 

По известному значению *V  определяется касательное напряжение 

на твёрдой поверхности *2
w Vτ = ρ , значение которого и подставляется в 

качестве аппроксимации для u y u v′ ′µ∂ ∂ − ρ  (см. формулу (187)) в дискрет-

ный аналог уравнения движения в первом пристеночном узле расчётной 
сетки. 

Отметим, что второе равенство (196) определяет значение ε  в пер-
вом пристеночном узле, которое используется в качестве граничного 
условия при решении соответствующего уравнения переноса, например 
(108) (значение ε  на стенке не определяется). В случае попадания первого 
пристеночного узла внутрь вязкого подслоя можно использовать асимпто-

тическое соотношение [50], в соответствии с которым 22 k yε ≈ µ ρ∆ , если 

y < δ . Таким образом, граничное условие для ε  примет вид: 
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. (199) 

где, как и прежде, индекс P означает первый пристеночный узел (рис. 28), 
а Pk  — значение кинетической энергии турбулентности в точке P. 

Остаётся лишь выразить значение универсальной координаты Py+  

через известные величины. В соответствии с (196) будем иметь: 

 
1/4

P P P
P

P

C k y
y µ+ ρ ∆

=
µ

. (200) 

В документации Ansys Fluent [8] величина, определяемая равенством 

(200), обозначена *y , чтобы подчеркнуть её отличие от определения (193): 
*

wy yV y+ = ν = τ ρ ν . Значения y+  и *y  близки, если точка находится в 

области логарифмического пограничного слоя и выполнены условия, ис-
пользованные при выводе соотношений (196). Отметим, что положение 
первого пристеночного узла следует учитывать и при дискретизации сла-
гаемого kP , описывающего генерацию турбулентности в уравнении пере-

носа кинетической энергии. С учётом использованных выше допущений 
можно положить: 

 0

0

0,    

,  
P

k

P

y y
P

y y

+ +

+ +

<

≥


= ρε

, (201) 

где ε  вычисляется по формуле (199). 
Изложенный выше метод пристеночных функций принято называть 

стандартным. Следует помнить, что стандартный метод пристеночных 
функций имеет теоретическое обоснование лишь для течений с большими 
числами Рейнольдса, при условии локального равновесия между генера-
цией и диссипацией турбулентности, в отсутствие градиентов давления и 
отрыва потока. Несмотря на это метод часто применяется и в тех случаях, 
когда эти условия не выполнены. 

Помимо стандартного алгоритма пристеночных функций современ-
ное коммерческое программное обеспечение предоставляет и другие воз-
можности моделирования пристенной турбулентности. В частности, в An-
sys Fluent 6.3 имеются следующие модели: 
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1. стандартные пристеночные функции; 
2. неравновесные пристеночные функции (Non-Equilibrium Wall 

Functions — учёт градиента давления, уточнённый баланс кинетической 
энергии турбулентности); 

3. модифицированные пристеночные функции (Enhanced Wall 
Functions); 

4. модифицированное моделирование в пристенной области 
(Enhanced Wall Treatment); 

5. пристеночные функции, определяемые пользователем (User-
Defined Wall Functions). 

В Ansys Fluent 6.3 стандартные пристеночные функции используют-
ся для k–ε моделей, моделей рейнольдсовых напряжений и LES. Модель 
Спаларта–Аллмареса и k–ω модель предназначены для использования на 
всей толщине пограничного слоя (при условии достаточно мелкой сетки в 
пристеночной области), однако и для них активируются пристеночные 
функции в случае грубой сетки вблизи твёрдых поверхностей. 

При построении расчётных сеток рекомендуется располагать центры 
пристеночных контрольных объёмов в логарифмической зоне полностью 

развитого турбулентного пограничного слоя, где 30 < y+  < 100 (верхняя 

граница может быть увеличена в течениях с большим числом Рейнольдса). 
Кроме того, не следует допускать сильного изменения шага сетки по нор-
мали (не более чем на 20–30 %). Для обеспечения требуемой точности 
может потребоваться несколько десятков контрольных объёмов, располо-
женных внутри пограничного слоя по нормали к обтекаемой поверхности. 

Ansys CFX также использует аппарат пристеночных функций, в том 
числе в режиме автоматического определения зоны пограничного слоя 
(вязкий подслой или развитый пограничный слой), в которой находится 
пристеночный контрольный объём (scalable wall function). Пользователь 
имеет возможность вводить своё определение пристеночных функций (us-
er defined functions). 

2.3.1.2. Низкорейнольдсовые модели турбулентности 

Низкорейнольдсовые модели турбулентности преследуют следую-
щие цели: во-первых — учесть ослабление турбулентных пульсаций в 
пристеночной области, где доминирует молекулярная вязкость, а турбу-
лентные пульсации затухают; во-вторых — адекватно воспроизвести 
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асимптотическую зависимость скорости от расстояния до твёрдой поверх-
ности при 0y → . 

Отметим, что уравнения низкорейнольдсовой модели справедливы 
как в пристеночной области (малые числа Рейнольдса), так и в развитой 
турбулентности (большие числа Рейнольдса). Опубликовано большое ко-
личество версий низкорейнольдсовых моделей. В качестве примера отме-
тим, что те из них, которые основаны на k-ε модели турбулентности, ис-
пользуют следующие уравнения переноса кинетической энергии турбу-
лентности и скорости её диссипации: 

 j t
k

j j k j

u kk k
P D

t x x x

∂ρ  ∂ρ ∂ µ ∂+ = µ + + ρ − ρε − ρ ∂ ∂ ∂ σ ∂ 
, (202) 

 
2

1 1 2 2 +  j t
k

j j j

u
C f P C f E

t x x x k kε ε
ε

 ∂ρ ε  ∂ρε ∂ µ ∂ε ε ε+ = µ + + − ρ ρ   ∂ ∂ ∂ σ ∂  
.  (203) 

Турбулентная вязкость определяется по формуле 

 
2

t

k
C fµ µµ = ρ

ε
. (204) 

Благодаря активации демпфирующих функций 1f , 2f  и fµ  и дополнитель-

ных источниковых слагаемых D  и E в пристеночной области интегриро-
вание уравнений для k  и ε  возможно во всей расчётной области, включая 
вязкий подслой вплоть до твёрдой поверхности, на которой полагают k  = 
0 и ε  = 0. Описание и обсуждение нескольких низкорейнольдсовых моде-
лей можно найти, например, в книге [50]. Напомним, что применение мо-
делей данного типа требует использования таких расчётных сеток, кото-
рые обеспечивают разрешение вязкого подслоя. Это значит, что безраз-

мерная координата первого пристеночного узла *y yV+ = ν  должна быть 

порядка единицы. 
Следует отметить, что в текущей версии Ansys Fluent 6.3 указанные 

низкорейнольдсовые модели не представлены. Однако для учёта низко-
рейнольдсовых эффектов в пристеночной области с одновременным раз-
решением вязкого подслоя Ansys Fluent 6.3 предоставляет модифициро-
ванную процедуру для расчёта турбулентной вязкости (enhanced wall 
treatment) для k–ε и RSM моделей и модифицированные пристеночные 
функции (enhanced wall functions) для моделей SA и k–ω (а также для ме-
тода LES) [8]. 
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2.3.2. Метод LES 

Существует несколько подходов к моделированию пристеночных 
эффектов при использовании LES. В частности, Ansys Fluent 6.3 использу-
ет линейный профиль скорости, если первый пристеночный узел попадает 
в вязкий подслой. В противном случае возможна активация либо стан-
дартных (по умолчанию), либо специальных пристеночных функций (мо-
дель WALE, которая кратко обсуждается ниже). Кроме того, в Ansys Flu-
ent модель Смагоринского реализована в виде модификации Смагоринско-
го–Лилли, в которой учитывается снижение подсеточной вязкости при 
приближении к твёрдой поверхности. Это достигается путём замены дли-
ны пути смешения S Sl C= ∆  на величину, зависящую от расстояния до 

твёрдой поверхности: 

 ( )min ,S SC y C∆ ← κ ∆ . (205) 

Напомним, что в статической версии модели значение SC  одинаково всю-

ду в расчётной области (по умолчанию SC  = 0,1, рис. 30, а), a в динамиче-

ской версии (см. рис. 30, б) используется алгоритм Германо–Лилли, изло-
женный в разделе 2.2.7.2. 

 
 

  
                  а)         б) 

Рис. 30. Окна параметров модели LES Смагоринского–Лилли в Ansys Fluent 6.3 
(Define/Models/Viscous…): а) — статическая модель; б) — динамическая модель 

 
 
Ещё один метод демпфирования подсеточной вязкости в пристеноч-

ной области предлагает модель WALE [32], также представленная в соста-
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ве Ansys Fluent 6.3. Как показано выше в разделе 2.2.7.3 модель WALE 
(помимо её адаптированности к пристеночным течениям) содержит от-
личный от модели Смагоринского метод расчёта подсеточной вязкости 

вдали от стен (с учётом не только kjS , но и kjΩ ). 

Ansys CFX 11.0 [7] использует модифицированное выражение для 
подсеточной вязкости (148), где вместо длины пути смешения S Sl C= ∆  

полагают: 

 ( )min ,S SC y f Cµ∆ ← κ ∆ . (206) 

По умолчанию считается, что fµ  = 1 (модель Смагоринского–

Лилли), однако имеется возможность использования демпфирующих 
функций ван Дриста 

 1 exp
y

f
A

+

µ
 

= − − 
 

 (207) 

и Пиомелли 

 
3

1 exp
y

f
A

+

µ

  
 = − −    

. (208) 

Рекомендуемое значение константы A = 25. Отметим, что полезный обзор 
способов учёта влияния стенок в разных видах течений приведён в 
книге [3]. 
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3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО 
ТЕЧЕНИЯ ЗА ПЛОХООБТЕКАЕМЫМ ТЕЛОМ 

НА ПЛОСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

3.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В данной главе показан пример использования многопроцессорных 
кластеров Информационно-телекоммуникационного комплекса СПбГПУ 
для расчёта турбулентного отрывного течения за плохообтекаемым телом, 
закреплённым на плоской поверхности. Задачи такого типа встречаются 
при проектировании деталей автомобилей, поездов, самолётов, кораблей, 
строительных конструкций и во многих других практических приложени-
ях. Инженерам и проектировщикам необходимы, в частности, количе-
ственные данные о сопротивлении, подъёмной силе, динамике пульсаций, 
вибрации конструкций, генерации шума турбулентным потоком. В данном 
разделе приводится расчёт отрывного течения вокруг бокового зеркала ав-
томобиля24. 

Современные вычислительные технологии, использующие мощные 
вычислительные пакеты, такие как Ansys CFX и Ansys Fluent, позволяют в 
ряде случаев заменить более дорогостоящие натурные и лабораторные 
эксперименты. В то же время, проверка достоверности результатов расчё-
тов и оценка их точности требует выполнения расчётов для тех сценариев, 
для которых имеются высокоточные результаты измерений. В данной гла-
ве рассматривается течение в расчётной области, представленной на рис. 
31. Видно, что плохообтекаемое тело закреплено на столе. Наветренные 
кромки стола заострены, чтобы на них не происходил отрыв потока. Рас-
чётная область имеет форму параллелепипеда, на входной грани которого 
задан равномерный профиль скорости u V∞=  = 30 м/с (velocity-inlet condi-

tion). Противоположная грань является выходной, и на ней предполагается 
постоянное давление 0p =  (pressure-outlet condition). На верхней и боко-

вых гранях расчётной области поставлено условие проскальзывания и не-

                                         
24 Расчёт выполнен по заказу General Motors Corp. в рамках исследова-

тельского проекта по определению характеристик аэродинамического шума, 
возникающего при турбулентном обтекании деталей автомобиля (2007–
2008 гг.). 



115 

протекания. На всех твёрдых поверхностях поставлено условие прилипа-
ния. 

Характерный размер плохообтекаемого тела составляет 14 см, что 
для заданной скорости набегающего потока соответствует числу Рейноль-
дса Re = 2,8·105 и значениям турбулентных характеристик, приведённым в 
табл. 2.  

 
 

Т а б л и ц а  2 
Оценка численных значений турбулентных характеристик  

в потоке вокруг исследуемого тела 

Величина Значение 

0,5tl L=  0,07 м 

0,1u V∞′ =  3 м/с 

't tl uτ =  0,023 с 

Ret tu l′= ν  14000 
23 2k u′=  13,5 м2/с2 

3
tu l′ε =  386 м2/с3 

( )1/43
Kη = ν ε  5,4·10–5 м 

( )1/2

Kτ = ν ε  2·10–4 с 

( )1/4

Ku = εν  0,28 м/с 

 
 

3.2. РАСЧЁТНЫЕ СЕТКИ 

В расчётах использовали многоблочную сетку, созданную с помо-
щью Ansys ICEM CFD 10.0. Расчётная область делится на несколько по-
добластей, каждой из которых соответствует сеточный блок, содержащий 
фрагмент криволинейной, неравномерной, структурированной сетки. Для 
того чтобы обеспечить достаточное пространственное сеточное разреше-
ние, были сопоставлены результаты расчётов, полученные на сетках с об-
щим числом контрольных объёмов от 2,9 до 26 млн (табл. 3). 
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Т а б л и ц а  3 
Характерные размеры ячеек сетки вблизи исследуемого тела 

 

 

 

 

 

 

Обозначе-
ние сетки 

Характерный размер грани контрольного объёма, мм  

 

Полное 
число кон-
трольных 
объёмов 

Размер грани, 
ориентированной 
по касательной к 
поверхности сто-
ла, над поверхно-
стью стола на рас-
стоянии от тела 
вниз по потоку 

Размер гра-
ни, ориенти-
рованной по 
касательной 
к поверхно-
сти тела, над 
вершиной 
обтекаемого 

тела 

Размер гра-
ни, ориенти-
рованной по 
касательной 
к поверхно-
сти тела, над 
подветрен-
ной поверх-
ностью тела 

Размер гра-
ни, ориенти-
рованной по 
нормали к 
поверхности 
тела и стола 
(все поверх-
ности) 

0,1 м 0,5 м 

RANS 3 10 5 5 1 1,4·106 

DES 3 6 5 5 0,1 2,0·106 

Coarse LES 10 10 5 5 0,01 2,9·106 

Mesh 00 2 10 3 3 0,01 7,1·106 

Mesh 01 2 4 0,3 – 0,5 2 0,1 16,2·106 

Mesh 02 2 4 0,3 – 0,5 2 0,03 17,0·106 

Mesh 03 2 4 0,3 – 0,5 2 0,01 17,7·106 

Mesh 04 1,5 2 0,3 – 0,5 2 0,03 26,3·106 

 
 

Сеточные блоки генерировались с учётом следующих принципов. 
• Шаг по нормали к поверхностям обтекаемого тела и стола в зоне 

отрыва и в следе за телом соответствует значениям y+  порядка единицы. 

• Сетка измельчается в зоне отрыва, прилегающей к обтекаемому 
телу, для максимального разрешения вихревых структур в рециркуляци-
онной зоне и в области присоединения потока к верхней плоскости стола. 
Области расчётной сетки вдали от указанных зон заполняются блоками с 
более крупными контрольными объёмами. 

• Отношение характерных размеров соседних контрольных объёмов 
не превышает 1,3. 

• Использованы сетки с разными значениями отношений размеров 
ячеек по касательной и по нормали к твёрдой поверхности. При этом в 
сетках с наибольшим числом контрольных объёмов указанное отношение 
снижали до 3–4. 
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В расчётах использовали два вычислительных пакета (Ansys CFX 10 
и Ansys Fluent 6.3) и несколько подходов к моделированию турбулентно-
сти, перечисленных ниже. 

1. Метод RANS (стационарный и нестационарный вариант). В 
этом случае использовали сетки с числом контрольных объёмов до 1,4 млн 
и модель SST Ментера (Ansys CFX 10). 

2. Метод DES с моделью SST Ментера (Ansys CFX 10) на сетках 
с числом контрольных объёмов до 2 млн. Методы RANS и DES использо-
вали в упрощённой расчётной области, в которой обтекаемое тело полага-
ли расположенным на горизонтальной поверхности, совпадающей с по-
верхностью стола на рис. 31. Указанная поверхность продолжает поверх-
ность стола до вертикальных границ расчётной области. 

3. Метод LES с несколькими моделями подсеточной турбулент-
ности (Ansys CFX 10 и Ansys Fluent 6.3). Наилучшее согласие с результа-
тами измерений удалось получить при использовании динамической мо-
дели подсеточной вязкости Смагоринского–Лилли, реализованной в Ansys 
Fluent 6.3. При этом рассматривали расчётную область (рис. 31), которая 
воспроизводит геометрию экспериментальной установки, включая стол, на 
котором установлена исследуемая модель. 

 
 

 

Рис. 31. Расчётная область и расчётная сетка 
 
 
Одна из использованных сеток (Mesh 02 в табл. 3) показана на 

рис. 32. Во всех нестационарных расчётах использовали шаг по времени, 
равный 10–5 с.  
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                а)         б) 

  
                в)         г) 

Рис. 32. Расчётная сетка вблизи плохообтекаемого тела: а) — прилегающая по-
верхность стола; б) — вертикальная плоскость; в) — поверхность тела; г) — 
вертикальная плоскость вблизи кромки тела 

 
 

3.3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ 

Напомним, что модель SST Ментера предполагает переключение 
между уравнениями k–ω модели (вблизи поверхностей) и k–ε модели (вда-
ли от поверхностей) с помощью специальной функции-переключателя 1F , 

вычисляемой по формуле (121). Функция 1F  конструируется таким обра-

зом, чтобы принимать значения, стремящиеся к единице внутри погранич-
ного слоя у твёрдых поверхностей и к нулю — вдали от них (123). Как 
видно на рис. 33, а, эти требования выполняются в области, расположен-
ной вниз по потоку (правее обтекаемого тела). В области выше по потоку 
также имеется тонкий пристеночный слой, где 1F  возрастает до единицы. 
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Там же видна зона с 1F  = 1, не примыкающая к поверхностям и располо-

женная в набегающем потоке. Такое поведение 1F  определяется парамет-

рами турбулентности, заданными на входной границе (интенсивность тур-

булентности 2 3I k V∞=  = 0,01 и интегральный масштаб tl  = 0,7 м) и не 

влияет на результаты расчёта (поток на данном участке ещё не испытыва-
ет влияния возмущений, порождаемых телом). При этом следует отметить 
(рис. 33, а), что резкое изменение размеров и формы соседних контроль-
ных объёмов сетки в области межблочных интерфейсов также порождает 
локальные экстремумы функции 1F . 

 
 

  
                а)         б) 

Рис. 33. Распределение значений функций-переключателей 1F  и 2F  в вертикаль-
ной плоскости, пересекающей тело (SST модель, Ansys CFX 10, скорость  
набегающего потока 30 м/с): а) — функция 1F ; б) — функция 2F  

 
 
Вторая функция-переключатель 2F , вычисляемая по формуле (122), 

определяет метод расчёта турбулентной вязкости (120): при 2 0F →  имеем 

линейную комбинацию k–ω и k–ε моделей, а при 2 1F →  активируется SST 

модель. На рис. 33, б показано распределение значений 2F  в вертикальной 

плоскости, пересекающей тело. Видно, что SST-модификация турбулент-
ной вязкости активируется вокруг твердых поверхностей и отключается в 
рециркуляционной зоне за препятствием. 

Применение метода DES, реализованного в Ansys CFX 10, предпо-
лагает использование ещё одной функции-переключателя, которая акти-
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вирует уравнения RANS или LES на разных участках потока. В данном 
случае используется функция DES CFXF − , заданная равенством (159) так, 

чтобы исключить необоснованное включение режима LES на тех участках 
пристеночного потока, где размер ячеек сетки оказывается меньше тол-
щины пограничного слоя. Распределение значений DES CFXF −  в потоке пока-

зано на рис. 34. Видно, что режим LES активируется в зоне отрыва позади 
тела, где формируется пульсирующее рециркуляционное течение. В при-
стеночных областях решаются уравнения RANS, в данном случае — урав-
нения SST модели Ментера. 

 
 

  
                а)         б) 

Рис. 34. Распределение значений функции-переключателя DESF  (формула (179)) 
(SST модель, Ansys CFX 10, скорость набегающего потока 30 м/с):  
а) — вертикальная плоскость; б) — горизонтальная плоскость 

 
 
Стационарное решение методом RANS (SST модель Ментера) при-

водит к распределению среднего поля давления, показанному на рис. 35. 
Видно, что на наветренной стороне тела формируется область повышен-
ного давления, а с подветренной стороны, в зоне отрыва потока, давление 
снижается. Далее на поверхности стола наблюдается максимум среднего 
давления, соответствующий присоединению потока. Стационарное реше-
ние позволяет приближённо оценить средние во времени характеристики 
течения, например среднее сопротивление тела. Однако на практике, как 
правило, представляют интерес нестационарные колебания мгновенных 
значений, что требует выполнения нестационарных расчётов. 
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Рис. 35. Распределение давления по плоской 
поверхности при турбулентном обтекании 
закреплённого на ней тела (Ansys CFX 10, 
скорость набегающего потока 30 м/с, RANS 
SST модель, стационарное решение) 

 
 
Расчёты показали, что течение вокруг рассматриваемого тела сопро-

вождается формированием крупных вихревых структур, аналогичных 
вихрям в дорожке Кармана (например, за цилиндром [2]). Расчёт методом 
URANS предсказывает почти периодический отрыв таких вихрей от одной 
из кромок тела, причём расчётная частота отрыва (52 Гц) согласуется с 
данными измерений (45,6 Гц). Указанные структуры имеют вид вихревых 
трубок, в центре которых возникают локальные минимумы давления. 
Формирование и отрыв вихревых трубок сопровождается их взаимодей-
ствием с поверхностью стола, на которой образуется дорожка чередую-
щихся минимумов и максимумов давления (рис. 36, а). Использование бо-
лее подробной сетки и метода DES позволило воспроизвести детали тече-
ния со значительно меньшим пространственным масштабом, как показано 
на рис. 36, б. Важно отметить, что мгновенное поле, полученное в неста-
ционарном расчёте (рис. 36), резко отличается от стационарного поля, по-
казанного на рис. 35. 

Для визуализации вихревых структур в турбулентном потоке ис-
пользуют так называемый Q -критерий: 

 ( )1
2 ij ij ij ijQ S S= − Ω Ω , (209) 

определяемый через компоненты тензора скоростей деформации (95) и 
скоростей вращения (97).  
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                а)         б) 

Рис. 36. Распределение давления по плоской поверхности при турбулентном 
обтекании закреплённого на ней тела (Ansys CFX 10, скорость набегающего 
потока 30 м/с): а) — URANS SST модель; б) — метод DES SST 

 
 
Q -критерий (209) связан с полем давления, и можно показать, что в 

несжимаемом течении [26] 

 
2 21 1 1

2 2 2
j i ji

j i i j j j

u u uu p
Q

x x x x x x

∂ ∂∂ ∂= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂

. (210) 

Изоповерхности Q  = const позволяют выделить области вихревого тече-

ния, что хорошо видно на рис. 37, а, где показано чередование вихрей, от-

рывающихся от кромки тела и сносимых вниз по потоку. Кроме того, 

рис. 37, а показывает наличие горизонтальной вихревой трубки, зарожда-

ющейся вблизи вершины обтекаемого тела. 

Интересно отметить, что расчёт с использованием LES (рис. 37, б, 

где даны результаты метода DES) приводит к гораздо менее упорядочен-

ному, более хаотичному полю течения. В самом деле, несмотря на одну и 

ту же постановку задачи, поля на рис. 37, а и б резко отличаются друг от 

друга. Однако наиболее крупные вихревые структуры (их называют коге-

рентными) по-прежнему можно идентифицировать; видно, что при доста-

точно высоком сеточном разрешении они, в свою очередь, распадаются на 

совокупность нескольких взаимодействующих вихрей. 
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                а)         б) 

Рис. 37. Изоповерхности структурной функции Q  (формула (209)) при  
турбулентном обтекании тела, закреплённого на плоской поверхности (Ansys 
CFX 10, скорость набегающего потока 30 м/с): а) — URANS SST модель;  
б) — метод DES SST. Стрелками показаны когерентные вихревые структуры 

 
 

  
                а)         б) 

Рис. 38. Разрешённые поля завихрённости Ω  (а) и деформации скорости S  (б) 

(скорость набегающего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной  
вязкости Смагоринского–Лилли, Fluent 6.3) 

 
 
Другой способ визуализации вихревой структуры течения заключа-

ется в построении полей завихрённости 2 ij ijΩ = Ω Ω  или скорости де-

формации 2 ij jiS S S= , показанных на рис. 38. Видно, что безвихревое 

течение в набегающем потоке турбулизуется в зоне отрыва, которая 
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наполняется вихрями разных размеров. Распределения значений подсе-
точной вязкости SGSν  (равенство (148)) и коэффициента Sc , определяемого 

по динамической модели (162), приведены на рис. 39. Видно, что в значи-
тельной части турбулентного потока подсеточная вязкость полагается 
равной нулю. Следует отметить, что измельчение сетки приводит к сниже-
нию уровня подсеточной вязкости. 

 
 

  
                а)         б) 

Рис. 39. Распределения значений подсеточной вязкости (а) и коэффициента Sc  
(б) (скорость набегающего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной 
вязкости Смагоринского–Лилли, Fluent 6.3) 

 
 
Сделанные наблюдения полностью согласуются с принципами ме-

тода LES, результатом применения которого являются случайным образом 
пульсирующие нестационарные поля, в которых проявляются всё более 
мелкомасштабные структуры по мере измельчения расчётной сетки. Кор-
ректное применение метода LES требует разрешения низкочастотной ча-
сти инерционного интервала энергетического спектра пульсаций скорости. 
В связи с этим, представляет интерес проверка существования такого ин-
тервала в энергетическом спектре расчётной скорости, в котором прибли-
жённо воспроизводится колмогоровский спектр (17) (закон пяти третьих). 
С учётом гипотезы Тейлора (равенство (45) и комментарий к нему), вместо 
распределения по пространственным масштабам l  можно рассматривать 
распределение по частоте f . Для этого при выполнении расчёта течения 

записывали зависимости абсолютного значения скорости от времени в не-
скольких точках, показанных на рис. 40, а и 41, а. Видно, что точки 1–6 
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находятся в зоне отрыва, а точка 7 — в следе за рассматриваемым телом. 
Абсолютное значение разрешённой скорости и её энергетический спектр в 
следе за телом приведены на рис. 40, б и в, причём рис. 40, в показывает, 

что участок спектра, пропорциональный 5/3f − , воспроизводится на интер-

вале частот шириной около одной декады изменения f . 

 
 

 
а) 

  
                                   б)            в) 
Рис. 40. Абсолютное значение разрешённой скорости и её энергетический 
спектр (скорость набегающего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной 
вязкости Смагоринского–Лилли, Fluent 6.3): а) — положение точки в следе  
(показано стрелкой); б) — изменение скорости во времени; в) — энергетический 
спектр 

 
 
В рециркуляционной зоне (в зоне отрыва) указанный участок спек-

тра менее выражен, однако прослеживается его формирование по мере 
увеличения скорости набегающего потока и, следовательно, характерного 
числа Рейнольдса (рис. 41, в). Причиной отсутствия инерционного интер-
вала в расчётном энергетическом спектре может быть как недостаточное 
численное разрешение, так и малое число Рейнольдса в набегающем потоке. 
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а) 

  
                                   б)            в) 

Рис. 41. Абсолютное значение разрешённой скорости и её энергетический 
спектр (скорость набегающего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной 
вязкости Смагоринского–Лилли, Fluent 6.3): а) — положение точки в  
рециркуляционной зоне (показано стрелкой); б) — изменение скорости во вре-
мени; в) — энергетический спектр 

 
 
При оптимизации формы тел, обтекаемых с отрывом потока, особое 

значение имеет возможность точного расчёта распределения давления по 
твёрдой поверхности. При этом представляет интерес как среднее значе-
ние давления (и, следовательно, среднее значение сопротивления), так и 
пульсационные характеристики, в число которых входят среднеквадра-
тичная флуктуация и частотный спектр. На рис. 42 показаны результаты 
расчётов некоторых их указанных характеристик. На рис. 42, а–в, в част-
ности, показана центральная линия, на которой имеются значения средне-
го давления, измеренные в экспериментах. Соответствующие расчётные и 
экспериментальные результаты сравниваются на рис. 42, г, где на их осно-
ве построена зависимость коэффициента давления от координаты x : 
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p x p
C x
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−
=

ρ
. (211) 

В формуле (211) координата x  отсчитывается от условного начала коор-

динат, расположенного на поверхности стола внутри тела, а давление refp  

принимали равным давлению в точке x  = 1 м на центральной линии. 

Как уже отмечалось при сравнении фотографий реального течения 

(рис. 2) и, затем, при сравнении результатов стационарных и нестационар-

ных расчётов (рис. 35 и 36), мгновенное и осреднённое по времени поля 

давления существенно отличаются друг от друга. Осреднённой по времени 

мерой отклонения мгновенного поля от среднего является среднеквадра-

тичная флуктуация давления, распределение которой по твёрдым поверх-

ностям показано цветом на рис. 42, в, а вдоль центральной линии — вер-

тикальными планками на рис. 42, г. 

В заключение отметим, что сеточное разрешение должно быть до-

статочным для воспроизведения структурных особенностей течения, таких 

как возможный отрыв течения в диффузорных областях с отрицательным 

градиентом давления. Такие участки течения видны на рис. 43, а, где си-

ним цветом показаны области пониженного давления вблизи верхней и 

боковой частей рассматриваемого тела. Снижение давления особенно вы-

ражено в верхней части тела, представленной на рис. 43, б–ж. Хорошо 

видно, что снижение давления обусловлено расширением потока из-за по-

нижения поверхности тела. 

Оказалось, что расчёт на слишком грубой сетке (рис. 43, б) не только 

не воспроизводит маломасштабные пульсации давления (рис. 43 г), кото-

рые получаются в аналогичном расчёте на более мелкой сетке 

(рис. 43, в, д). Более важно то, что может «потеряться» отрыв потока, от-

сутствующий на грубой сетке (рис. 43, е), но отчётливо наблюдаемый в 

результатах расчёта на более мелкой сетке (рис. 43, в, ж). Наличие (или 

отсутствие) отрыва течения существенно влияет на сопротивление, уро-

вень вибраций и интенсивность шума, производимого турбулентным по-

током. 
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                                   a)            б) 

  
                                   в)            г) 
Рис. 42. Распределение давления по твёрдым поверхностям (скорость набегаю-
щего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной вязкости Смагоринско-
го–Лилли, Fluent 6.3, Mesh 02): а) — мгновенное разрешённое давление; б) — 
разрешённое давление, осреднённое во времени; в) — среднеквадратичная 
флуктуация разрешённого давления; г) — распределение коэффициента давле-
ния вдоль центральной линии (сплошная линия — разрешённое давление, 
осреднённое во времени; вертикальные планки — среднеквадратичная флуктуа-
ция; точки — эксперимент) 
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а) 

  
                                   б)            в) 

  
                                   г)            д) 

  
                                   е)            ж) 
Рис. 43. Расчёт пристеночного течения в областях возможного отрыва(скорость 
набегающего потока 30 м/с, динамическая модель подсеточной вязкости Смаго-
ринского–Лилли, Fluent 6.3): а) — распределение мгновенного разрешённого 
давления по наветренной поверхности обтекаемого тела; б, в) — сетки Mesh 00 
и Mesh 02 вблизи вершины тела; г), д) — распределение мгновенного разрешён-
ного давления по поверхности вблизи вершины тела; е), ж) — завихрённость 
разрешённого поля скорости в пограничном слое вблизи вершины тела 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. РОЛЬ ПОЛЯ ДАВЛЕНИЯ В РЕШЕНИИ  
УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ–СТОКСА 

Следует отметить особую роль давления в рассматриваемой модели 
движущейся сплошной среды. Если среда несжимаема, то уравнением со-
стояния является соотношение ρ  = const (50), в состав которого давление 
не входит. Для того чтобы выявить роль давления в несжимаемых течени-
ях, следует взять дивергенцию от левой и правой части уравнения движе-
ния (54) и учесть, что в соответствии с уравнением неразрывности (48) ди-
вергенция скорости равна нулю. Можно показать (см., например, [34]), что 
в результате получается уравнение Пуассона 

 
2

ji

j j j i

up u

x x x x

∂∂ ∂= −ρ
∂ ∂ ∂ ∂

, (212) 

которому удовлетворяет поле давления. В качестве граничных условий на 
участке границы, где задано распределение скорости (в том числе — на 
твёрдой поверхности, где все компоненты скорости равны нулю) для 
уравнения (212) можно использовать проекцию уравнений движения (54) 
на нормаль к указанному участку границы 
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p u

x x
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. (213) 

Видно, что (213) представляет граничное условие второго рода 
(условие Неймана). На открытой поверхности следует задать значение 
давления p  (граничное условие первого рода, условие Дирихле). Важно 

отметить, что поле давления однозначно определяется текущим состояни-
ем поля скорости и не зависит от его предыстории. Если условия Неймана 
поставлены на всей границе расчётной области, то давление p  определя-

ется с точностью до константы, которую можно выбрать произвольно (от-
метим также, что давление p  входит в уравнения движения только через 

пространственные производные ip x∂ ∂ ). 

Особая роль давления в течениях несжимаемых сред отражается в 
методах численного решения уравнений (48) и (54). Особенность заключа-
ется в том, что для решения уравнений движения (54) необходимо знать 
поле давления p , для которого нет специального уравнения (каким могло 

бы быть уравнение состояния, если бы мы имели дело с термодинамиче-
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ским давлением). При этом оказывается, что давление можно определить 
из условия выполнения уравнения неразрывности (48). В этом заключает-
ся основная идея многих численных методов расчета течений несжимае-
мых сред. Соответствующий численный алгоритм использует представле-

ние искомого давления в момент времени 1n+  в виде 1 *n np p p+ = + , где 
np  — известное давление в момент времени n, *p  — искомая поправка к 

давлению. Для продвижения на один шаг по времени при численном реше-
нии системы (48), (54) можно выполнить последовательность из двух дей-
ствий. На первом шаге численно решается уравнение движения (54): 

 
* 21n n

j ii i i

i j j j

u uu u p u

t x x x x

 ∂− ∂ ∂= − + − + ν  ∆ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (214) 

в результате чего определяется «промежуточное» поле скорости *
iu , кото-

рое не удовлетворяет уравнению неразрывности (48). В связи с этим вы-
полняют второй шаг 

 
1 * *1n

i i
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u u p

t x

+ − ∂= −
∆ ρ ∂

, (215) 

целью которого является такое поле скорости 1n
iu + , которое удовлетворяет 

уравнению неразрывности (48). Очевидно, что сумма (214) и (215) даёт 
аппроксимацию исходного уравнения (54). Подстановка соотношения 
(215) в уравнение неразрывности (48) приводит к уравнению Пуассона для 
поправки к давлению: 
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где правая часть может быть вычислена, если известно «промежуточное» 

поле скорости *
iu . Решая уравнение (216), находят поправку к давлению 

*p , после чего корректируют скорость с помощью (215). Методы такого 

типа называют методами коррекции давления (pressure correction methods) 
и методами проекций (projection methods). Разработка численных методов 
данного типа началась в середине 60-х годов прошлого века (см., напри-
мер, [18]). Программные пакеты Ansys Fluent и Ansys CFX содержат 
наиболее распространённые версии указанного подхода: SIMPLE [47] и 
PISO [22]. Отметим, что в современных версиях Ansys Fluent (начиная с 
6.3) содержатся процедуры коррекции давления, предназначенные не 
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только для несжимаемых течений (предел малых чисел Маха), но и для 
сверхзвуковых сжимаемых течений. 

В алгоритмах коррекции давления наибольшие вычислительные за-
траты соответствуют численному решению уравнения Пуассона (216), по-
этому разработка методов быстрого численного решения уравнений дан-
ного типа играет важную роль. 

Отметим, что предел постоянной плотности сплошной среды соот-
ветствует бесконечной скорости звука (число Маха, Ma u c= , равно ну-

лю). Однако аналогичный подход применяется и в тех случаях, когда 
плотность является переменной, но зависит только от температуры и со-
става и не зависит от давления. Последнее условие выполняется лишь в 
пределе скоростей течения, малых по сравнению со скоростью звука c 
(предел малых чисел Маха: cu=Ma  << 1). Такой подход, называемый 

существенно дозвуковым приближением [4], широко используется при 
численных расчётах дозвуковых реагирующих течений. В данном при-
ближении давление можно представить в виде суммы ( )t,xP j  = 

( ) ( )t,xptP j+0  «фонового» давления ( )tP0 , одинакового во всех точках 

расчётной области, и «динамического» давления ( )t,xp j , обусловленного 

движением среды. 

Поскольку 2
2

0

Maγ∝
ρ

ρ∝
MRT

V

P

p
 и Ma << 1, динамическое давление 

оказывается намного меньше фонового: ( ) ( )tPt,xp j 0<< . Это позволяет ис-

пользовать уравнение состояния ( ) MRTtP ρ=0  для того, чтобы выразить 

плотность через температуру и состав (от него зависит средняя масса моля 
M ) при известном фоновом давлении ( )tP0 . Как и в «несжимаемом» слу-

чае, динамическое давление ( )t,xp j , градиент которого присутствует в 

правой части уравнения движения (53), определяется так, чтобы выполня-
лось уравнение неразрывности (48). Соответствующие аналоги уравнений 

(214), (215) и (216) принимают вид (напомним, что *nn PPP +=+1 ): 
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Если процесс протекает в закрытом (герметичном) объёме, то зави-
симость ( )tP0  можно определить из условия сохранения массы и инте-

грального баланса энергии. Если же помещение сообщается с атмосферой, 
то фоновое давление принимают постоянным и равным атмосферному. В 
рамках такого подхода нельзя рассчитать распространение возмущений со 
скоростью, близкой или превышающей скорость звука. Однако на практи-
ке такой подход оказывается чрезвычайно полезным, поскольку охватыва-
ет широкий класс течений, в том числе, возникающих при пожарах в по-
мещениях. 

Таким образом, процедура численного решения при моделировании 
существенно дозвуковых (в том числе – несжимаемых) течений использу-
ет принцип расщепления или дробных шагов (fractional steps). При этом 
выделяется специальный этап, на котором учитывается движение среды 
под действием градиента давления (формулы (215) и (219)) и решается эл-
липтическое уравнение для поправки к давлению (pressure correction). В 
связи с этим данная группа методов называется методами коррекции дав-
ления. Примерами соответствующих процедур, широко используемыми в 
вычислительной практике, являются методы SIMPLE [33], SIMPLEC [47] 
и PISO [22]. 

Отметим, далее, что в случае сверхзвукового течения с числом Маха 
больше единицы качественно изменяется как само течение, так и свойства 
описывающих его уравнений. В самом деле, при больших скоростях кине-
тическая энергия потока превышает внутреннюю энергию среды, а роль 
молекулярного переноса незначительна. Поэтому для анализа сверхзвуко-
вого течения применяют систему уравнений Эйлера, в которой уравнения 
переноса импульса (53) и энергии принимают вид: 
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t x x

∂ρ + ∂∂ρ +
+ = −

∂ ∂ ∂
, (221) 

где e h P= − ρ , h  — внутренняя энергия и энтальпия единицы массы. 

Внутренняя энергия связана с давлением через уравнение состояния, кото-
рое в случае идеального нереагирующего газа можно записать в виде 
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( ) eP ρ−γ= 1 , где VP CC=γ  — показатель адиабаты. Уравнения Эйлера 

допускают существование разрывных решений, что соответствует форми-
рованию скачков уплотнения (ударных волн) в сверхзвуковых потоках. 
Отметим, что при формировании ударных волн в реакционноспособных 
смесях возникает детонация. Поскольку, в отличие от исходных уравне-
ний, уравнения Эйлера являются гиперболическими, методы их численного 
решения существенно отличаются от методов решения эллиптических си-
стем. Можно отметить, в частности, что граничные условия в этом случае 
задаются только на входных («наветренных») участках границ, в то время 
как исходные уравнения требуют задания граничных условий на всей гра-
нице. 

Большое практическое значение имеет создание численных алго-
ритмов, которые были бы эффективны как для дозвуковых, так и для 
сверхзвуковых течений. Тем не менее, создание такого алгоритма затруд-
нено фундаментальным условием, обеспечивающим устойчивость чис-
ленного решения при продвижении по времени. При решении исходной 
системы уравнений Навье–Стокса данное условие, называемое условием 
Куранта–Фридрихса–Леви (КФЛ), налагается на шаг по времени t∆  и 
имеет вид ( )cuxt +∆<∆ , где x∆  — шаг пространственной сетки в 

направлении скорости u . Если в рассматриваемой задаче u  << c, то при-
менение алгоритма, разработанного для сверхзвукового течения, приведёт 
к неприемлемо (и неоправданно) малому шагу по времени. В то же время, 
при использовании существенно дозвукового приближения условие КФЛ 
принимает вид uxt ∆<∆ , поскольку акустические возмущения «отфиль-

трованы». В результате для численного моделирования дозвуковых тече-
ний используют численные алгоритмы с использованием процедуры кор-
рекции давления, пример которой кратко обсуждался выше. 

Важное практическое значение имеют так называемые трансзвуко-
вые течения, в которых есть до- и сверхзвуковые участки. Примером тако-
го течения является так называемая недорасширенная струя, при истече-
нии которой вблизи сопла формируется система скачков уплотнения. Про-
ходя через эти скачки, поток газа ускоряется до сверхзвуковых скоростей, 
а затем замедляется и становится дозвуковым. Кроме того, возможны си-
туации, когда характер течения изменяется во времени. 

Для моделирования таких течений должна быть решена полная си-
стема уравнений Навье–Стокса, которая описывает течение вязкой среды с 
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произвольной — до- или сверхзвуковой — скоростью. К настоящему вре-
мени сформировались две стратегии расчёта таких течений. 

Первая из указанных стратегий использует процедуры коррекции 
давления, модифицированные для течений со сверхзвуковой скоростью 
(см., например, [23, 14, 20]). В документации современных компьютерных 
кодов [8] такие методы называются pressure based. Соответствующий ре-
шатель (pressure based solver) определяет плотность из уравнения состоя-
ния, а поле давления находит из уравнения неразрывности. Таким обра-
зом, основная идея данной стратегии заключается в том, чтобы распро-
странить методы, ранее разработанные для несжимаемых течений, на слу-
чай переменной плотности не только при малых скоростях (предел малых 
чисел Маха), но и на сверхзвуковые течения (произвольные числа Маха). 

Основная идея второй стратегии, наоборот, заключается в использо-
вании методов, изначально предназначенных для сверхзвуковых сжимае-
мых течений, в расчётах дозвуковых течений. Для того чтобы ослабить 
ограничение ( )cuxt +∆<∆  на шаг по времени (это ограничение неоправ-

данно в случае дозвуковых скоростей), применяются специальные проце-
дуры (preconditioning), изменяющие спектр матриц дискретных уравнений 
и уменьшающие различие между наибольшими и наименьшими собствен-
ными значениями матриц. Метод такого типа (он называется density based) 
определяет плотность из уравнения неразрывности, а поле давления нахо-
дит из уравнения состояния. Обзор методов данного типа приведён, 
например, в работе [46]. 

В последние годы обе группы методов были внедрены в коммерче-
ское программное обеспечение для гидродинамических расчётов. Широко 
распространённым примером являются продукты компании Ansys Inc. 
(рис. 44). 

Классификация методов численного решения системы уравнений 
Навье–Стокса, предлагаемых программным обеспечением Ansys Fluent 6.3 
[8], показана на рис. 44, где использована следующая терминология. 

Segregated — метод расчёта, в котором процесс численного решения 
уравнений переноса импульса (53) и процедура коррекции давления вы-
полняются последовательно. 

Coupled — метод расчёта, в котором процесс численного решения 
уравнений переноса импульса (53) и процедура коррекции давления сов-
мещены и выполняются одновременно путём решения совместной систе-
мы дискретных уравнений. 
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Рис. 44. Методы численного решения системы уравнений Навье–
Стокса в Ansys Fluent 6.3 [8] (см. обозначения в тексте) 

 
 

Explicit, Implicit — явные или неявные методы аппроксимации дис-
кретных уравнений переноса. 

SIMPLE, SIMPLEC, PISO — методы коррекции давления, предло-
женные в работах [33, 47, 22]. 

NITA Fractional Step (FSM) — метод дробных шагов без глобальных 
итераций. Данный метод предполагает последовательное выполнение кор-
рекции давления и решение уравнений переноса проекций импульса и 
скалярных уравнений. Для неизвестных величин используются значения, 
соответствующие предыдущему шагу по времени. 

Методам численного решения системы уравнений Навье–Стокса для 
каждого из трёх рассмотренных классов течений (несжимаемое, суще-
ственно дозвуковое, сверхзвуковое) посвящено большое количество спе-
циализированных и учебных изданий, изложение которых выходит за 
рамки данной книги. 

 

 Solver 
(compressible and incompressible flows) 
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based 
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Explicit Implicit Segregated Coupled 

• SIMPLE 
• SIMPLEC 
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• NITA Fractional Step (FSM) 

Методы численного решения 
для сжимаемых и несжимаемых течений 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. РАССТОЯНИЕ ДО БЛИЖАЙШЕЙ  
ТВЁРДОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

В Ansys CFX используется алгоритм определения расстояния до 
ближайшей поверхности, основанный на решении уравнения Пуассона 

 
2

1
j jx x

∂ ϕ = −
∂ ∂

, (222) 

в расчётной области с граничным условием 0wallϕ =  на твёрдых поверхно-

стях. На тех участках границы, где твёрдой поверхности нет, ставится 
условие равенства нулю производной по нормали к поверхности границы. 
Искомое расстояние до ближайшей поверхности равно 

 2
j j j j

y
x x x x

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ= − + + ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

. (223) 

Такой подход позволяет формализовать определение y , в том числе в 

случае криволинейных поверхностей. 
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СПИСОК ПРИНЯТЫХ СОКРАЩЕНИЙ 

 
ASM   Algebraic Stress Model 
CFD   Computational Fluid Dynamics 
DES   Detached Eddy Simulation 
DDES  Delayed DES 
DNS   Direct Numerical Simulation 
EARSM  Explicit Algebraic Reynolds Stress Model 
LES   Large Eddy Simulation 
LES-NWM  LES Near-Wall Modeling 
LES-NWR  LES Near-Wall Resolution 
MILES  Monotone Integrated LES 
PDF   Probability Density Function 
PANS  Partially Averaged Navier–Stokes 
RANS  Reynolds Averaged Navier–Stokes 
RSM   Reynolds Stress Modeling 
RNG   Renormalization Group model 
SA   Spalart–Allmaras model 
SAS   Scale Adaptive Simulation 
SRANS  Steady RANS 
SST   Shear Stress Transport model 
URANS  Unsteady RANS 
WALE  Wall Adapting Local Eddy Viscosity 
2G-URANS  Second Generation URANS 
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